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PRÉFACE. 


Ce  Cours  s^adresse  à  des  débutants,  mais  familiarisés  déjà  avec 
renseignement  reçu  dans  les  classes  de  Mathématiques  spéciales  : 
nous  avons  donc  jugé  inutile  de  revenir  sur  cet  enseignement,  et 
nous  supposons  connus  du  lecteur  les  principes  fondamentaux 
des  théories  des  séries,  des  logarithmes,  des  dérivées,  des  quan- 
tités imaginaires  et  de  la  Géométrie  analj^tique. 

Nous  avons  suivi  à  peu  près  exactement  l'ordre  fixé  par  le  pro- 
gramme actuel  des  études  à  TEcole  Polytechnique;  c'est  ainsi  que 
l'on  trouvera  dans  ce  livre,  après  l'exposé  de  la  notation  différen- 
tielle, un  assez  long  Chapitre  consacré  à  la  Géométrie  infinitési- 
male, et,  en  particulier,  à  la  courbure,  aux  développées  successives, 
au  cercle  osculateur  d'une  courbe  plane  :  il  a  semblé  en  effet  avan- 
tageux, au  risque  de  briser  l'unité  du  Cours,  d'illustrer  de  suite, 
par  des  exemples  concrets,  les  notions  relatives  aux  infiniment 
petits.  Afin  d'atténuer  l'inconvénient  de  ce  morcellement  de 
théories  abordées  plus  tard,  on  a  donné,  autant  que  possible,  à  la 
Géométrie  le  pas  sur  l'Analyse  :  le  Chapitre  d'ailleurs  pourrait, 
sans  trop  de  dommage,  être  laissé  de  côté  à  une  première  lecture; 
on  en  dira  autant  de  l'Introduction,  où  sont  exposées  les  pro- 
priétés générales  des  fonctions  continues. 

Plusieurs  questions,  notamment  dans  les  théories  du  contact  et 
des  enveloppes  de  surfaces,  ont  été  traitées  par  les  méthodes  et 


VIII  PRÉFACE. 

avec  les  notations  même  qu'emploie  M.  Jordan  dans  ses  Cours 
autographiés  ou  imprimés  :  l'exposition  n'a  pu  que  gagner  à  ces 
emprunts;  ils  étaient  d'autant  plus  inévitables  que  l'auteur,  élève 
de  M.  Jordan,  a  reçu  l'empreinte  profonde  de  l'enseignement  de 
ce  maître. 

Nous  devons  enfin  remercier  M.  Painlevé  des  précieuses  indica- 
tions qu'il  nous  a  données  pour  la  rédaction  des  paragraphes  du 
début,  consacrés  aux  fonctions  continues;  c'est  également  à 
l'éminent  analj^ste  qu'appartient  la  méthode  si  simple  que  nous 
suivons  pour  établir  l'existence  et  les  propriétés  fondamentales  de 

l'intégrale  définie. 

Paris,  oclobre  1902. 


TABLE  DES  MATIÈRES. 


PREMIERE   PARTIE. 

CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


CHAPITRE  1. 

généralités;  différentielles. 

fagc». 

I.  —  Introduction i  ♦ 

Limites;  Ihéorème  du  maximum  et  du  minimum i 

Fonctions  continues  ;  propriétés  fondamentales 4 

Continuité  uniforme 9 

Dérivées 12 

II.  —  Infiniment  petits i3 

Généralités:  ordre;  valeur  principale i3 

III.  —  Différentielles  des  fonctions  d'une  variable 17 

Différentielle  première  ;  calcul  ;  propriétés 17 

Différentielle  seconde  et  d'ordre  supérieur 22 

IV.  —  Dérivées  et  différentielles  des  fonctions  de  plusieurs  variables.  26 

Différentielle  première  totale  ;  calcul,  propriétés 27 

Différentielles  seconde  et  d'ordre  supérieur 33 

V.  —   DÉTERMINANTS  FONCTIONNELS 4^ 


CHAPITRE  11. 

PREMIERS    EXEMPLES   GÉOMÉTRIQUES   d'INFINIMENT  PETITS. 

Formule  de  Taylor ;  élément  d*arc 4? 

Courbure  d'une  courbe  plane  ;  développées 5i 

Tangente  à  l'extrémité  d'une  courbe  diamétrale 63 

Géométrie  infinitésimale.  Infiniment  petits  divers;  cercle  osculateur 


TABLE    DES   MATIERES. 

variation  de  longueur  d'un  segment  rectiligne;  courbes  et  surfaces 
paralléhes;  théorèmes  de  Graves  et  Chasles;  caustiques  par 
réflexion 68 


CHAPITRE  III. 

CHANGEMENTS   DE   VARIABLES. 

I.  —  Énoncé  du  problème  ;  solution 83 

II.  —    Cas  PARTICULIERS  ET  EXEMPLES 87 

Intégration  de  l'équation  des  cordes  vibrantes 97 

III.  —  Changements  de  variables  plus  généraux 99 

Transformations  de  contact loi 

Transformations  de  Legendre  et  de  Lie io5 


CHAPITRE  IV. 

FORMATION   DES   ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES. 

I.  —  Fonctions  d'une  seule  variable 1 10 

Généralités;  équations  didérentielies  des  droites,  cercles,  coniques,     m 

II.  -  Fonctions  de  plusieurs  variables 1 13 

Généralités;  équations  différentielles  des  cylindres,  cônes,  etc....     ii3 
Équations  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  réglées  et  des  déve- 
loppables 119 


CHAPITRE  V. 

SERIES. 

I.  —  Définitions  ;  généralités ia4 

Convergence  et  divergence;  conséquences  de  la  définition 134 

Séries  à  termes  positifs 127 

Séries  à  termes  imaginaires;  convergence  absolue;  semi-conver- 
gence ;  influence  de  l'ordre  des  termes 1  a8 

II.  —  Séries  dont  les  termes  sont  fonctions  d'une  variable i33 

Convergence  uniforme  ;  généralités  et  exemples i33 

Séries  de  puissances;  cercle  de  convergence;  convergence  absolue 

et  uniforme  dans  le  cercle;  continuité,  dérivée i38 

III.  —  Fonctions  exponentielle  et  circulaires i44 

Définition  de  e*;  extension  des  résultats  connus  quand  z  est  réel.  i44 
Fonctions  circulaires  sin^  et  co%z;  périodicité;  formules  d'Euler  ; 

applications 146 


TABLE   DKS   MATIERES.  XI 

CHAPITRE  VI. 

FONCTIONS   d'une   VARIABLE   IMAGINAIRE. 

Pages. 

I.  —   GÉNÉRALITÉS.. l5o 

Définition  de  Cauchy  ;  fondions  analytiques i5o 

Exemples  ;  fonctions  log^  et  5" i53 

Développements  de  log (  i  -h  ^  )  et  de  (  i  -j-  ;; )•" i58 

II.  —  Fonctions  monodromes i6o 

Défînition;   exemples   de    fonctions   monodromes   et    non    mono- 
dromes    162 

Continuité  des  fonctions  analytiques;  séries  à  termes  analytiques.  167 

CHAPITRE  VIL 

DÉVELOPPEMENTS   EN   SÉRIE. 

I.  —  Formule  de  Taylor  dans  le  cas  de  plusieurs  variables 169 

II.  —  Procédés  pour  effectuer  les  développements  en  série 171 

Développements  d'un  produit  et  d'un  quotient;  exemples 171 

Développement  des  fonctions  implicites 177 


CHAPITRE  VIII. 

MAXIMA  ET  MIN1MA. 

Définitions;  fonctions  d'une  et  de  plusieurs  variables 181 

Maxima  et  minima  relatifs i85 

Applications  ;  méthode  géométrique  ;  exemples 187 


DEUXIEME   PARTIE. 

PRINCIPES  DU  CALCUL  INTÉGRAL. 


CHAPITRE  I. 

INTÉGRALES   INDÉFINIES. 

Procédés  d'intégration 197 

Généralités;  intégrales  élémentaires  connues 197 


XII  TABLE   DES    MATIERES. 

Payes. 
Décomposition  en  éléments  simples;  intégration  par  parties;  chan- 
gement de  variable 199 

II.  —  Fonctions  algébriques  que  l'on  sait  intégrer 202 

1"  Fonctions  rationnelles;  méthode  générale -îo;? 

Exemples i  in 

P 

3"  Fonctions  rationnelles  de  x  et  de  ( r)  ;  exemples -ji^ 

\  C  X  ~T"  O  J 

Différentielle  binôme 216 

3*  Fonctions  rationnelles  de  a?  et  de  v/«J?'-+- 2 ôx -+- c;  exemples.  217 

Fonctions  rationnelles  de  x,  \Jax  -h  6,  \/cx-{~  d\  exemples....  22a 
^4»  Fonctions  rationnelles  des  coordonnées  d'un  point  d'une  unicur- 

sale ■ 2»4 

Théorèmes  fondamentaux  sur  les  unicursales;  lemniscate 216 

III.  —  Fonctions  transcendantes  que  l'on  sait  intégrer 281 

i»  Fonctions  rationnelles  de  sino;  et  cosj?;  exemples 23i 

2"  Fonctions  rationnelles  de  C"  ;  exemples 'i34 

3'»  Polynômes  entiers  en  ar,  «"',  e'",  . . . ,  sin  a  j?,  cosaa? 23f) 

4"  Polynômes  entiers  en  x  et  logj;;  ou  en  :r  et  arcsinx..    23S 


CHAPITRE  II. 

RÉDUCTION    d'intégrales    INDÉFINIES. 

I.  —  RÉDUCTION  DES  INTÉGRALES  HYPERKLLIPTIQUKS 289 

Généralités  ;  première  et  seconde  réductions  ;  conclusions 289 

II.  —    RÉDUCTION   DES  INTÉGRALES  ELLIPTIQUES 24^ 

Cas  OÙ  le  polynôme  est  d'ordre  trois  ou  quatre;  réduction  à  Tordre 

trois  :  méthodes  diverses 2^5 

Formes  normales  de  Legendre 25.> 

Cas  du  polynôme  du  second  ordre a53 

III.  —    RÉDUCTION  DES  INTÉGRALES  ABÉLIENNES  DE  GENRE   un 253 

Définitions;  genre;  correspondance  univoque 253 

Expression  des  coordonnées  d'une  cubique  plane  ou  d'une  courbe 

de  genre  un;  exemple 256 


r      P(j 


IV.    —   RÉDUCTION  DES  INTÉGRALES     /    C*"'  ^r-^ dx 2e)0 


CHAPITRE  111. 

INTÉGRALES   DÉFINIES. 
—   DÉFINITION  ET  PROPRIÉTÉS  DE  l'iNTÉGRALE  DÉFINIE 262 

Notion  de  Tintégrale  définie;  existence;  propriétés  fondamentales.     363 
L'intégrale  comme  fonction  de  ses  limites 270 


TABLE   DES  MATIÈRES.  XIII 

Pages. 

II.  —  Calcul  des  intégrales  définies 'J71 

Formule  fondamentale;  procédés  généraux  de  calcul;  changement 

de  variable 271 

Formule  de  Wallis 277 

III.  —  Aires  planes  et  arcs  de  courbe 279 

Aires  planes  ;  leur  calcul 279 

Exemples  :  ellipse,  hyperbole  ;  parabole 283 

Arcs  de  courbe  ;  courbes  planes  et  gauches 287 

Coordonnées  polaires  et  semi-polaires 290 

Exemples  :  Parabole,  ellipse,  cycloïde ;  roulettes 291 

Volumes  et  aires  des  surfaces  de  révolution 299 


CHAPITRE  IV. 

EXTENSION   DE   LA  NOTION  DINTEGRALE   DÉFINIE. 

I.  —  Limites  infinies 3oi 

Définition  ;  observations  générales;  cas  particuliers  usuels Soi 

Intégrale     /       — —  dx ;  intégrales  de  Fresnel 3o6 

•/o        ^'* 

II.  —  Discontinuité  de  la  fonction 309 

Définition  ;  cas  particuliers  usuels 309 

III.  --  Applications  et  exemples 3i2 

Applications  aux  fonctions  rationnelles,  aux  exponentielles;    cas 

singulier 3i2 

Calcul  des  intégrales  généralisées;  exemples 3i6 ' 


CHAPITRE  V. 

PROPRIÉTÉS   DIVERSES   RELATIVES   AUX   INTÉGRALES   DÉFINIES. 

I.  —  Intégration  et  DÉRIVATION  DES  SÉRIES 32i 

Développements  de  arc  sinx  et  arc  tango? 324 

II.  —  DÉRIVATION  sous  LE  SIGNE     / 325 


■/■ 


Règle  de  Lelbnitz;  remarques 325 

Intégration  des  différentielles  totales 329 

III.  —  SÉRIE  DE  FOURIER 333 

IV.  —  Calcul  approché  des  intégrales  définies 338 


\IV  TABLE   DES  MATIERES. 


TROISIÈME   PARTIE. 

APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES. 


CHAPITRE  I. 

THÉORIE  DU  contact;  ENVELOPPES. 

Pa^es. 

I.  —  Théorie  DU  CONTACT 343 

Généralités;  points  simples;  distance  à  une  courbe  ou  surface  d'un 

point  infiniment  voisin 3^43 

Contact  de  deux  courbes  planes;  d'une  courbe  et  d'une  surface;  de 

deux  courbes  gauches  ;  de  deux  surfaces 35o 

II.  —  Enveloppes  des  courbes  planes  et  des  surfaces 359 

Enveloppe  d'une  famille  de  courbes  planes 369 

Enveloppe  d'une  famille  de  surfaces  simplement  infinie:  exemples.  36i 

Enveloppe  d'une  famille  de  surfaces  doublement  infinie 367 

III.  —  Enveloppes  de  courbes  dans  l'espace  :  congruences 368 

Enveloppe  d'une  famille  simplement  infinie 368 

Congruences;  surface  focale;  points  et  plans  focaux;  congruences 

de  normales 371 


CHAPITRE  II. 

courbes   planes. 

Osculation  ;  cercle  osculateur  ;  équation  intrinsèque 379 

Applications  :  parabole,  ellipse,  cycloïde,  spirale  logarithmique...     384 


CHAPITRE  III. 

COURBES     GAUCHES. 

Osculation  ;  plan  osculateur,  son  enveloppe 889 

Cercle  osculateur;  surface  polaire;  sphère  osculatrice 393 

Expression  de  divers  infiniment  petits;  courbure,  torsion;  diffé- 
rence entre  l'élément  d'arc  et  la  corde;  formules  de  Frenet C97 

Lieu  des  centres  de  courbure;  applications  diverses 4»3 

Développées  d'une  courbe  gauche 4^^ 

Exemples  :  hélice  générale,  hélice  circulaire 4^9 


TABLE    DES   MATIERES.  XV 

CHAPITRE  IV. 

LONGUEURS   ET  AIRES   SUR   LES   SURFACES. 

Plan  tangent;  distance  à  ce  point  d'un  point  voisin 4i4 

Élément  d*arc  sur  une  surface  ;  exemples 4»^ 

Élément  d*aire ^22 

CHAPITRE  V. 

COURBURE  DES  SURFACES. 

I.  —  Courbure  des  lignes  tracées  sur  une  surface 4a5 

Indicatrice;  courbure  d'une  section  normale;  centre  de  courbure 
et  plans  principaux ^2$ 

Courbure  d'une  ligne  quelconque;  d'une  section  plane;  équations 
aux  directions  principales,  aux  rayons  de  courbure  principaux, 
aux  directions  asymptotiques,  etc 4^9 

II.  —  Lignes  de  courbure  ;  lignes  asymptotiques 4^5 

Lignes  de  courbure  et  asymptotiques;  définitions  diverses 4^^ 

Exemples  :  hélicoïdes,  surfaces  de  révolution,  surfaces  réglées  et 
développables 4^^ 

III.  —  Thèorèues  sur  les  lignes  de  courbure  et  asymptotiques 443 

Théorème  de  Joachimstahl  ;  applications 44^ 

Théorème  de  Lie 447 

Théorème  de  Dupin;  quadriques  homofocales;  coordonnées  ellip- 
tiques sur  l'ellipsoïde 449 

Surfaces  minima  ;  surface  minima  de  révolution 4^^ 

Surface  dont  tous  les  points  sont  des  ombilics 45? 

IV.  —  Développée  d'u.ne  surface 4^9 

CHAPITRE  VI. 

REPRÉSENTATION  DES  SURFACES  LES  UNES  SUR  LES  AUTRES. 

I.  —  Surfaces  applicables  l'une  sur  l'autre 4^3 

Généralités  ;  théorème  de  Bour  ;  exemples 4^3 

Théorème  de  Gauss;  surfaces  applicables  sur  le  plan 4^9 

II.  —  Représentations  conformes;  cartes  géographiques 474 

Représentations  conformes 474 

Cartes  géographiques;  application  à  la  sphère,  aux  surfaces  de  révo- 
lution, à  l'ellipsoïde 4?^ 

FIN    DE   LA   TABLE   DES   MATIÈRES. 


ERRATA. 


Pbrci. 

36,  ligne  12.  Au  lieu  de  A  rfw  4-  B rft^  -h  G  dz^  lire  A  rfa  -f-  B  rft?  -h  G  dw ^ 

37,  équat.  (16  6w).  »  -v-^rf'w  »  -^d^u, 

ou  du 

44»    ligne  8  en  remontant  et  suivantes.  —  Le  raisonnement  fait,  dans  ce  passage, 

pour  établir  que  ;)  >  x'  T^  "^^  ^^^^  ^^^  °"^^  ^  ^^  ^^'^^  ^^^  insuffisant, 
parce  que  ces  trois  dérivées  peuvent  être  nulles,  non  pas  identiquement, 
mais  en  tenant  compte  de  Inéquation  çp(M,  t',  w)  =  o  :  cela  se  produira, 
par  exemple,  si  ç(u,  t^,  (v)  est  le  carré  d'un  polynôme  entier  en  a,  i>,  cv. 
Pour  rétablir  la  rigueur,  il  suffit  de  supposer  la  relation  ç  =  o  résolue 
par  rapport  à   Tune  des  quantités  «,  v,  (v,  en  récrivant  par  exemple 

—  «'-!-/( M,  p)  =  o  :  en  ce  cas  _p-  est  égal  à  —  i  et  n'est  pas  nul;  le 
raisonnement  du  texte  s'applique. 

76,    ligne  7.  Au  lieu  de    Chasles,  lire  Graves  et  Chaslcs. 

83,    ligne  6  du  n"  88.  »  w,  v,  fv,       »  m,  v,  ...,  w. 

i3i,    ligne  14.  »  S  et  T,       »  des  limites  finies. 

267,     ligne  7.  »  seront,.       »  resteront, 

ligne  9.  »  id.,  »  id. 


COURS 

D'ANALYSE 


PREMIÈRE  PARTIE. 

CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


CHAPITRE  I. 

GÉNÉRA.LITÉS;  DIFFÉRENTIELLES. 


I.  —  INTRODUCTION. 


Limites. 

1.   Supposons  acquise  la  notion  de  nombre  incommensurable; 
on  dit  qu'une  suite  indéfinie  de  quantités  réelles,  commensurables 

ou  non, 

«1,     aj,     ...,     an,     ... 

tend  vers  une  limite,  A,  lorsque,  étant  donnée  une  quantité  posi- 
tive, s,  aussi  petite  que  l'on  veut,  on  peut  assigner  un  nombre  N, 
tel  que,  pour  toute  valeur  de  n  supérieure  ou  égale  à  N,  on  ait 

mod(att —  A)<  e, 

le  sj'mbole   mod    désignant   la  valeur  absolue   de   an — A.   Par 
H.  I 
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exemple,  les  nombres 

.V  9    99    999    9999 

(I)  9        >    »    >    ••• 

10    100     lOOO     10  000 

tendent  vers  l'unité. 

SI  l'on  considère  deux  suites, 

«1,     aj,     ...,     an,     ..., 
biy     6î,     ....     b„,     ... 

ayant  pour  limites  respectives  A  et  B,  on  voit  aisément  que  : 

I**  Les  quantités  aa  =t  bn  ont  pour  limite  A±:  B^ 
2°  Les  produits  anbn  ont  pour  limite  AB; 

3"  Les  quotients  ^  ont  pour  limite  ^>  à  condition  toutefois 

que  B  ne  soit  pas  nul.  Si  B  ^^  o  et  A^  o,  la  valeur  absolue  de  -^ 
croît  évidemment  au  delà  de  toute  limite. 

Des  quantités  en  nombre  illimité,  qui  vont  sans  cesse  en 
croissant,  ou  qui  du  moins  ne  décroissent  jamais,  et  qui  restent 
inférieures  à  un  nombre  fixe,  tendent  vers  une  limite  finie  et 
déterminée  :  on  sait  que  c'est  ainsi  que  Ton  définit  un  nombre 
incommensurable  à  l'aide  d'une  suite  de  nombres  commensu- 
rables. 

Le  même  résultat  subsiste  pour  des  quantités  décroissantes,  qui 
restent  supérieures  à  un  nombre  fixe. 

2.  Théorème  du  maximum  et  du  Tninlmnm  —  Soit  une  suite  (S) 
de  quantités 

(S)  «1,     aj,     ....     a^,     ... 

en  nombre  limité  ou  illimité,  ayant  ou  non  une  limite,  mais  toutes 
inférieures  à  un  nombre  fixe  N. 

Si  elles  sont  en  nombre  limité,  l'une  d'elles  est  supérieure,  ou 
au  moins  égale,  à  toutes  les  autres  ;  mais  il  peut  en  être  autrement 
dans  le  cas  d'une  suite  illimitée,  comme  le  montre  immédiatement 
l'exemple  de  la  suite  (i) 

/,v  9         99         999  9999 


10  100  lOOO  lOOOO 
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Je  dis  que,  dans  tous  les  cas,  les  quantités  (S)  possèdent  un 
maximum,  c'est-à-dire  qu'il  existe  un  nombre  M,  jouissant  des 
deux  propriétés  suivantes  : 

1**  Aucune  des  quantités  (S)  ne  dépasse  M  ; 

2**  Tout  nombre  M',  inférieur  à  M,  est  surpassé  par  certaines 
de  ces  quantités. 

Le  maximum  pourra  être  atteint  ou  non  atteint.  Il  sera  atteint 
si  M  est  une  des  quantités  de  la  suite,  et  ce  cas  se  présente  tou- 
jours lorsque  ces  quantités  sont  en  nombre  limité  ;  il  sera  non 
atteint  si  M  n'appartient  pas  à  la  suite,  celle-ci  étant  alors  illi- 
mitée. Par  exemple,  les  quantités  de  la  suite  (i)  admettent  Tunité 
pour  maximum  non  atteint,  car  aucune  n'est  égale  à  i  ni  ne 
dépasse  i,  et  tout  nombre  inférieur  à  i  est  surpassé  par  certaines 
d'entre  elles. 

Pour  établir  la  proposition,  partons  du  premier  entier  inférieur 
au  nombre  fixe  N  et  descendons  la  série  des  entiers  jusqu'à  ce 
que  nous  arrivions  à  un  entier  Eq,  atteint  ou  surpassé  par  une 
au  moins  des  quantités  (S).  Si  Eo  est  atteint  et  non  surpassé,  c'est 
le  maximum  cherché  5  s'il  est  surpassé,  ajoutons-lui  le  plus  grand 
nombre  possible  de  dixièmes,  de  manière  à  obtenir  une  somme, 

E|  =  EqH — -i  atteinte  ou  surpassée  par  une  au  moins  des  quan- 
tités (S)  :  d'après  cela,  le  nombre  E|  H n'est  atteint  ou  surpassé 

par  aucune  de  ces  quantités;  de  plus  l'entier  e^  est  inférieur 
à  10,  puisque,  par  hypothèse,  Eo-f-i  est  supérieur  à  toutes  les 
quantités  considérées.  Si  le  nombre  E|  est  atteint  et  non  sur- 
passé, c'est  le  maximum*,  sinon,  ajoutons-lui  le  plus  grand 
nombre  possible  de  centièmes,  de  manière  à  obtenir  une  nouvelle 

somme,  E2=E|H-  -—>  atteinte  ou  surpassée.  En  continuant  ainsi, 

on  arrive,  soit  à  prouver  l'existence  d'un  maximum  (atteint),  soit 
à  former  une  suite  de  nombres,  dont  le  terme  général  est 

li/  =  Ho  -i 1 r  -h  ...  -H    — -.7 

10        10*  10' 

les  Ci  étant  inférieurs  à  10  :  ces  nombres  jouissent  de  la  propriété 
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que  Ei  est  surpassé  par  certaines  des  quantités  (S)  et  que  E/H -. 

n^est  atteint  ou  surpassé  par  aucune. 

Les  nombres  E/  allant  en  croissant  el  demeurant  inférieurs 
à  Eç-J-i  ont  une  limite  M,  supérieure  à  chacun  d*eux;  je  dis 
que  M  est  le  maximum  (atteint  ou  non  atteint)  des  quantités  (S). 
En  effet  : 

1  **  Aucune  des  quantités  (S)  ne  dépasse  M  ;  car  si  l'une  d'elles,  a, 
le  faisait,  la  différence  a  —  M  serait  supérieure  à  une  fraction  de 

la  forme  -  -^>  de  sorte  que  a  surpasserait  le  nombre  M  H p  et 

a  fortiori  le  non^bre  E/H -.'>  ce  qui  est  contraire  à  l'un  des  ré- 
sultats précédents; 

2*  Tout  nombre  inférieur  à  M  est  surpassé  par  une  au  moins  des 
quantités  (S)  :  il  suffît  évidemment  de  l'établir  pour  un  nombre 
supérieur  à  E^  ;  or  un  tel  nombre,  étant  compris  entre  deux 
nombres  E,  et  E/^i,  est  surpassé  par  celles  des  quantités  (S)  qui 
surpassent  elles-mêmes  E/^, . 

On  reconnaît  de  même  que  des  quantités  supérieures  à  un 
nombre  ûxe  possèdent  un  minimum,  atteint  ou  non  atteint;  tou- 
jours atteint,  bien  entendu,  dans  le  cas  de  quantités  en  nombre 
limité. 


Fonctions  continues  d'une  ou  de  plusieurs  variables. 

3.  Continuité.  —  On  dit  qu'une  fonction  réelle  et  déter- 
minée, /(^)>  est  continue  pour  une  valeur  Xq  de  la  variable, 
lorsque,  étant  donné  un  nombre  positif,  s,  aussi  petit  que  Ton  veut, 
on  peut  assigner  un  nombre  positif,  r\,  tel  que,  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  comprises  entre  .Tq  —  r^  et  Tq-^t^  (ces  dernières 
incluses),  on  ait 

(2)  mod[f{x)-f{xo)]<t. 

On  peut  écrire  aussi,  en  désignant  par  6  une  quantité  comprise 
entre  —  i  et  -|-  i, 

(3)  fU)=f{Xo)-^OE. 
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Nous  dirons  que  7^  est  un  module  de  conlinuité  correspondant  à 
la  valeur  ûCq  et  au  nombre  e. 

La  fonction  /(x)  est  dite  continue  entre  x  =  a  et  x  =  b,  sî 
elle  est  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  Xq  comprises  entre  a 
et  b;  elle  est  dite  continue  dans  le  même  intervalle,  extrémités 
comprises,  si  la  propriété  définie  par  (2)  subsiste  pour  XQ=a 
et  Xo=  6,  en  ne  prenant,  bien  entendu,  pour  x  que  des  valeurs 
comprises  entre  a  et  b. 

Ces  définitions  s'étendent  d'elles-mêmes  aux  fonctions  réelles 
et  déterminées  de  plusieurs  variables  indépendantes. 

Ainsi  la  fonction /(:r,jK)  sera  continue  pour  x  =  Xq^  yzzzy^ 
si,  étant  donné  e,  on  peut  assigner  't\  tel  que  Ton  ait 

(4)       mod[/(ar,^)-/(a:o,jo)]<î,     c.-à-cl.    f{x,y)^f(x^,y^)^^t, 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  x^ —  r\  elXQ-t-r^^  et 
toutes  celles  de  y  comprises  entre  y 0  —  '^  etj^o-h  ^j  (les  valeurs 
extrêmes  incluses). 

Géométriquement,  si  M^  est  le  point  de  coordonnées  rectan- 
gulaires {xQ^yo)^  cela  revient  à  dire  qu'étant  donné  e,  on  peut 
trouver  un  carré  R,  de  centre  M^  et  de  côtés  parallèles  aux  axes, 
tel  que,  pour  tout  point  {x^y)  de  ce  carré  (côtés  compris),  la  diffé- 
rence eulve  f{x^y)  Ql/{^o^yo)  soit,  en  valeur  absolue,  inférieure 
à  £.  Le  côté  du  carré  R  est  271. 

Nous  dirons  encore  que  rj  est  un  module  de  continuité  pour  le 
point  (.Tq,  yo)  et  pour  le  nombre  e. 

La  fonction  /(^,y)  sera  continue  dans  une  région  A  du  plan 
si  elle  est  continue  pour  tous  les  systèmes  x^y  de  cette  région; 
elle  sera  continue  dans  A,  contour  compris,  si  la  propriété  définie 
par  (4)  subsiste  encore  pour  tout  point  x^^yQ  du  contour,  en  ne 
prenant  alors  pour  x,  y  que  les  points  du  carré  R  ci-dessus,  inté- 
rieurs à  l'aire  A. 

Les  fonctions  continues  jouissent  de  propriétés  importantes  qui 
vont  être  démontrées;  on  établira  d'abord  un  lemme  géométrique 
qui  sera  souvent  utile. 

'4.  Lemme  de  la  décomposition  des  carrés.   —   Soit,   dans   un 
plan,  un  carré  Q,  de  côtés  parallèles  aux  axes  de  coordonnées; 


6  PREMIÈRE   PARTIE.   —   CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

décomposons-le  en  quatre  carrés  égaux  Qi,  Q'^,  Q''^,  Q'j' 'par  des 
parallèles  aux  axes  issues  de  son  centre,  et  choisissons  arbitraire- 
ment un  des  nouveaux  carrés,  Qi  par  exemple.  Décomposons-le 
de  même  en  (}uatre  carrés  égaux,  et  choisissons  arbitrairement 
l'un  d'eux,  Q^.  En  continuant  ces  décompositions,  nous  obtenons 
une  suite  illimitée  de  carrés,  Q,  Qi,  Qa,  ...  dont  chacun  com- 
prend le  suivant,  et  dont  les  côtés  peuvent  devenir  aussi  petits 
que  l'on  veut  :  je  dis  que  ces  carrés  ont  pour  limite  un  point, 
intérieur  à  chacun  d'eux. 

Considérons  en  effet,  sur  l'axe  des  x,  les  deux  points  qui  sont 
les  abscisses  des  quatre  sommets  d'un  carré;  ils  limitent  un 
segment,  et  chacun  des  segments  ainsi  obtenus  comprend  le  sui- 
vant, dont  il  est  le  double.  Les  abscisses  des  extrémités  supé- 
rieures des  segments  ne  croissent  jamais  et  restent  plus  grandes 
que  Tabscisse  d'une  quelconque  des  extrémités  inférieures;  les 
abscisses  de  celles-ci  ne  décroissent  jamais  et  restent  plus  petites 
que  les  précédentes.  Chacune  des  deux  séries  d'abscisses  tend 
donc  vers  une  limite,  et  les  deux  limites  sont  les  mêmes,  puisque 
la  longueur  des  segments  peut  devenir  inférieure  à  toute  quantité 
donnée.  Soit  x^  l'abscisse  limite  ainsi  obtenue  ;  on  établit  de  même 
l'existence  d'une  ordonnée  limite  analogue  y^^  et  dès  lors  les 
carrés  considérés  plus  haut  ont  pour  limite  le  point  (^oj^o)?  ^"*7 
d'après  la  définition  même  de  Xq  et  de  j'q^  est  à  l'intérieur  de 
chacun  d'eux. 

Un  lemme  semblable  s'appliquerait  à  la  décomposition  d'un 
cube  en  huit  autres  cubes  égaux,  par  des  plans  parallèles  aux  faces 
et  issus  du  centre. 

5.  Théorème.  —  Une  /onction  continue  dans  une  région 
finie  A,  contour  compris^  est  limitée  supérieurement  et  infé- 
rieurement  dans  cette  région. 

Observons  d'abord  qu'une  fonction  f{x^y)^  de  deux  variables 
par  exemple,  continue  dans  une  aire  finie  A,  est  limitée  dans  un 
carré,  de  côtés  parallèles  aux  axes,  ayant  pour  centre  un  point 
quelconque  (^Tq,  jKo)  de  l'aire  A  ou  de  son  contour  (  *  )  :  il  suffit  en 


(')  Il  s'agily  bien  enlendii,  de  la  porlion  du  carré,  pcrimcLrc  compris,  qui  appar- 
tient à  Taire  A  ou  à  son  conlour.  Cette  remarque  s'applique  à  tout  ce  qui  suit. 
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effet  de  prendre  pour  côté  le  double,  arj,  d'un  module  de  continuité 
correspondant  au  point  (xq,  y^)  et  à  un  nombre  e.  Dans  ce  carré,  R, 
/(j^ty)  reste  comprise  entre  /(xQ^yo) — e  et /[xq,  y^)-\'  t,  c^esl- 
à-dire  est  limitée  inférieurement  et  supérieurement. 

Supposons  maintenant  que  /(x,  y)  ne  soit  pas  limitée  supé- 
rieurement dans  l'aire  A,  je  dis  que  l'on  arrive  à  une  contradiction. 

Soit  en  effet  Q  un  carré  de  côtés  parallèles  aux  axes  contenant 
toute  la  région  A;  divisons-le,  par  le  procédé  du  n**  4,  en  quatre 
carrés  égaux.  Dans  l'un  au  moins  de  ceux-ci,  Qi,  la  fonc- 
tion /{^9  y)  ne  sera  pas  limitée  supérieurement,  sinon  elle  serait 
limitée  dans  le  carré  total;  divisons  de  même  Qi  en  quatre  carrés, 
et  ainsi  de  suite.  Nous  formons  par  là  une  suite  de  carrés,  Q,  Qi, 
Qa,  . .  .,  dans  aucun  desquels  /{x^  y)  n'est  limitée  supérieure- 
ment. Ces  carrés  ont  pour  limite  (n°  4)  un  point  (x^^^  yo),  que  je 
dis  appartenir  à  l'aire  A,  ou  à  son  contour  :  autrement,  en  effet, 
un  des  carrés  de  la  série  et  tous  les  suivants  deviendraient  exté- 
rieurs à  A,  ce  qui  est  incompatible  avec  leur  mode  de  détermina- 
tion. Or  les  carrés  Q/,  avant  le  point  (^r©,  yo)  pour  limite,  finiront, 
à  partir  de  l'un  d'eux,  par  rester  intérieurs  au  carré  R,  de 
côté  27^,  défini  plus  haut,  qui  admet  ce  point  pour  centre  :  il  est 
dès  lors  contradictoire  que  f{^yy)  soit  limitée  supérieurement 
dans  le  carré  R,  et  ne  le  soit  dans  aucun  des  carrés  Q/. 

C.     Q.    F.     D. 

Une  démonstration  analogue  établit  que  f{^^y)  est  limitée 
inférieurement;  la  décomposition  en  cubes  étend  le  raisonnement 
à  une  fonction  de  trois  variables  indépendantes. 

6.  Théorème.  -  Une  fonction  continue  dans  une  région 
finie,  contour  compris^  a,  dans  cette  région,  un  maximum  et 
un  minimum,  atteints  effectivement. 

En  effet,  d'après  le  théorème  précédent,  la  fonction /(a:,  j^) 
est,  dans  la  région  A,  limitée  supérieurement,  c'est-à-dire  reste 
inférieure  à  un  nombre  fini;  par  suite,  en  vertu  du  théorème  du 
maximum  (n°  2)  les  valeurs  de  /{x,  y)y  dans  A,  admettent  un 
maximum  M,  atteint  ou  non  atteint.  Je  dis  qu'en  le  supposant 
non  atteint,  on  arrive  à  une  contradiction. 

Reprenons  en  effet  le  carré  Q  du  numéro  précédent,  et  décom- 
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posons  le  en  quat]::e  autres  :  dans  Tun  au  moins  de  ceux-ci,  Qi, 
f{x^y)  admettra  M  comme  maximum  non  atteint,  sinon  elle  ne 
l'admettrait  pas  comme  tel  dans  Q.  En  poursuivant,  on  forme 
ainsi  une  série  de  carrés,  Qi,  tendant  vers  un  point  {xa^y^)^  dans 
chacun  desquels /(j:,j/")  admet  M  comme  maximum  non  atteint, 
c'est-à-dire  prend  des  valeurs  inférieures  à  M,  mais  aussi  voisines 
de  M  qu'on  veut.  Les  carrés  Q,  finissant  par  être  intérieurs  au 
carré  R,  de  centre  (^o>^o)i  quJ  répond  au  nombre  s,  la  fonc- 
tion y*(^,  y)  ne  peut  Y  prendre  que  des  valeurs  comprises  entre 
/(^o»yo)  — e  et /(^o»  J^o)-H  Ê.  En  d'autres  termes,  des  valeurs 
inférieures  à  M,  mais  aussi  voisines  de  M  qu'on  veut,  sont  aussi 
voisines  qu'on  veut  de  /(^oj^o)  •  il  en  résulte  nécessairement 
que  M  est  égal  à  /{xq^  y^)^  c'est-à-dire  que  le  maximum  est 
atteint  au  point  (xo^yo)^  résultat  en  contradiction  avec  l'hypo- 
thèse. 

Une  démonstration  pareille  s'applique  au  minimum. 

7.  Théorème.  —  Une  fonction,  continue  dans  une  région 
finie  y  contour  compris,  et  qui  est  négative  en  un  point  de  cette 
région,  positive  en  un  autre,  s^ annule  dans  la  région. 

Supposons  que  /(^, y)  soit  négative  pour  {x^ ^  y\)  et  positive 
pour  (^2,  y2)\  décomposons  en  quatre  carrés  le  carré  Q  qui  con- 
tient la  région  donnée  A.  Je  dis  que,  dans  l'un  au  moins  des 
carrés  nouveaux,  contour  compris,  la  fonction  /{x^y)  prend  des 
valeurs  positives  et  des  valeurs  négatives.  Imaginons  en  effet  que 
dans  chaque  carré,  contour  compris,  la  fonction  garde  un  signe 
constant,  c'est-à-dire  qu'il  y  ait  des  carrés  positifs  et  des  carrés 
négatifs,  et  joignons  le  point  (:ri,  y^)  au  point  (^2,^*2)  ps^r  une 
ligne  quelconque,  tout  entière  dans  l'aire  A  (*)  :  cette  ligne 
passera  au  moins  une  fois  d'un  carré  négatif  à  un  carré  positif,  de 
sorte  que  la  valeur  de/(^,y),  au  point  où  la  ligue  passe  d'un 
carré  dans  l'autre,  sera  à  la  fois  négative  et  positive,  c'est-à-dire 


(')  On  suppose  ici  que  l'aire  A  est  d'un  seul  tenant,  c'est-à-dire  que  l'on  peut 
joindre  un  point  quelconque  de  cette  région  à  un  autre  point  quelconque  par 
une  ligne  continue  sans  sortir  de  la  région.  Ainsi  l'aire  comprise  entre  deux  cercles 
concentriques  est  d'un  seul  tenant;  au  contraire,  les  aires  de  deux  cercles  exté- 
rieurs l'un  à  l'autre  forment  une  région  qui  n'est  pas  d'un  seul  tenant. 
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sera  nulle,  ce  qui  établit  le  théorème.  Pour  échapper  à  cette  con- 
clusion, il  faut  donc  que  dans  un  des  quatre  carrés,  Qi  par 
exemple,  la  fonction  prenne  des  valeurs  de  signes  contraires, 
et  ainsi  de  suite,  en  poursuivant  la  décomposition  en  carrés. 

On  forme  ainsi  une  suite  de  carrés  Q/,  dans  chacun  desquels 
y"(x,^)  est  négative  et  positive  et  qui  tendent  vers  un  point  (a;o,yo) 
de  Taire  A  ou  de  son  contour.  Si  /(^oj  yo)  est  nul,  le  théorème 
est  démontré;  sinon,  je  dis  qu'on  arrive  à  une  contradiction. 
Soient  en  effet  e  un  nombre  inférieur,  en  valeur  absolue, 
â  /(^oyyo)j  et  K  le  carré  déjà  introduit  de  centre  (^o>  J'o)»  ^"' 
correspond  au  nombre  e.  Les  carrés  Q/  finissent  par  être  inté- 
rieurs à  R;  alors  la  valeur  de  f{oc^y)  dans  l'un  d'eux  reste 
comprise,  en  vertu  de  la  définition  même  de  la  continuité,  entre 
y"(^o>^o)-h  s  et/(^Oî  J^o)  —  s?  quantités  de  même  signe  :  la  fonc- 
tion/(jc,}^)  ne  peut  donc  prendre,  dans  le  carré,  des  valeurs  de 
signes  contraires,  ce  qui  contredit  un  des  résultats  précédents. 

c.    Q.    F.    D. 

8.  Corollaire.  —  Une  fonction  continue  dans  une  région  finie 
d'un  seul  tenant,  contour  compris,  prend  dans  cette  région  toutes 
les  valeurs  comprises  entre  son  minimum  m  et  son  maximum  M. 

Soit  en  effet  |jl  une  quantité  comprise  entre  m  et  M;  la  fonc- 
tion continue  f{x^y) —  |a  est  négative  au  point  qui  répond  au 
minimum,  positive  au  point  qui  répond  an  maximum.  Elle 
s'annule  donc  dans  la  région.  c.  q.  f.  d. 

9.  Continuité  uniforme.  —  Une  fonction  /(^,  y)^  continue 
dans  une  région  A  du  plan,  est  dite  uniformément  continue 
dans  celte  région,  si,  e  étant  donné  aussi  petit  qu'on  veut,  on 
peut  assigner  un  nombre  tj,  fonction  de  e  seul,  tel  que  l'on  ait 

mod[/(iP,7)— /(a7o,  ^o}]<e 

pour  tous  les  points  {x^,  y^)  de  A,  et  pour  toutes  les  valeurs 
de  x^y  respectivement  comprises  entre  Xq  —  r^  et  Xo+r^'^y^ —  r\ 
et  j^o+  'I'  Le  nombre  r,,  ou  vi(£),  sera  dit  module  de  continuité 
uniforme  dans  A,  pour  le  nombre  e.  Il  est  clair  que  tout  nombre 
inférieur  à  un  module  de  continuité  est  aussi  module  de  conti- 
nuité. 
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Il  semble,  au  premier  abord,  qu'une  fonction  continue  dans 
une  région  A,  contour  compris,  y  soit  uniformément  continue. 
En  effet,  la  fonction,  étant  continue  dans  A,  admet  en  chaque 
point  (xot  yo)j  ^^  pour  un  nombre  donné  e,  un  module  de  conti- 
nuité r^,  fonction  de  Xq,  ^o  ^^  ^^  1^  plus  petit  de  ces  modules 
quand  OTo  et  ^o  varient  dans  A,  e  restant  fixe,  ou  a  fortiori  un 
nombre  inférieur,  est  évidemment  un  module  de  continuité  uni- 
forme dans  A  pour  le  nombre  e,  ce  qui  paraît  établir  le  théorème. 

Le  raisonnement  est  inexact,  parce  que  les  modules  7^  n'ont  pas 
nécessairement  de  minimum,  ou  de  limite  inférieure  non  nulle  : 
ils  peuvent  admettre  zéro  pour  minimum  non  atteint,  de  sorte 
qu'aucun  d'eux  n'est  nul  et  qu'on  ne  peut  assigner  de  nombre 
positif  qui  leur  soit  inférieur  à  tous. 

On  s^appuiera,  pour  une  démonstration  exacte,  sur  le  lemme 
suivant. 

10.  Lemme.  —  Si  y\  est  module  de  continuité  def(œ,y)pour 
le  point  (^o>  J^o)  ^^  '^  nombre  e,  le  nombre  i^r\  sera  un  module 
de  continuité  uniforme  pour  le  nombre  2e,  a  V intérieur  du 
carré  R',  de  côtéri,  de  centre  {xo,  yo)  ^'  de  côtés  parallèles  aux 
axes. 

On  a  en  effet,  d'après  la  définition  même  de  la  continuité  au 
point  (xo,7o): 

en  désignant  par  {x,y)  et  (a,  b)  deux  points  quelconques,  inté- 
rieurs au  carré  R,  de  centre  (xq,  yo)  et  de  côté  ^ti;  quant  à  8 
et  9',  ce  sont  des  nombres  compris  entre  — i  et  -f-i.  On  en  tire 

/(^,r)-/(«'  6)  =  (e-0')e, 
c'est-à-dire 

mod[f{x,y)-f(a,  6)]<-2e. 

A  fortiori,  cette  dernière  inégalité  aura  lieu  si,  le  point  x,  y 
restant  dans  le  carré  R,  le  point  (a,  b)  reste  dans  le  carré  R',  de 
centre  (xq,  yo)^^  de  côté  'r\  {^g-  ^)-  or,  quel  que  soit  le  point  (a,  b) 
dans  R',  le  point  dont  les  coordonnées  sont  respectivement  com- 
prises entre  a— ->a-f--et6  —  ->6+-  sera  dans  R  et  pourra 

^  -2222  * 
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être  pris  pour  le  point  (^,^).  On  aura  donc 

mod[/(x,y)~-/{a,b)]<^t 
pour  tous  les  points  (a,  6)  de  R'  et  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  y 

*Fig.  I. 


R 

> 

R' 

•n 

2-^ 


comprises  respectivement  entre  a 
ce  qui  établit  le  lemme. 

Démontrons  maintenant  que  : 


_\  a  +  ^etè 

'2  1 


*+-:■ 


il.  Théorème.  —  Toute  fonction  continue  dans  une  région 
Jinie  A,  et  sur  son  contour,  est  uniformément  continue  dans  la 
même  région. 

Supposons  en  effet  qu'il  en  soit  autrement,  c'est-à-dire  que, 
pour  un  certain  nombre  2e,  on  ne  puisse  trouver  de  module  de 
continuité  uniforme  de  la  fonction /(j:,j')  dans  l'aire  A;  je  dis 
qu'on  est  ainsi  conduit  à  une  contradiction. 

Reprenons  en  effet  le  carré  Q,  qui  comprend  toute  Taire  A,  et 
divisons-le  en  quatre  autres;  dans  l'un  au  moins  de  ceux-ci,  Qi, 
la  fonction /(j;,  y)  n'admettra  pas  de  module  de  continuité  uni- 
forme pour  le  nombre  2e  :  autrement,  en  effet,  elle  admettrait 
comme  module,  dans  Q,  le  plus  petit  des  quatre  modules  qui 
répondent  aux  carrés  secondaires.  En  divisant  alors  Qi  en  quatre 
carrés  et  poursuivant  le  raisonnement,  on  forme  une  série  de 
carrés  Q/,  tendant  vers  un  point  (.2:0,^0)  de  Taire  A  ou  de  son 
contour,  et  dans  chacun  desquels /(j?, y)  n'a  pas  de  module  de 
continuité  uniforme  pour  le  nombre  2e.  Or,  soit  R'  le  carré  de 
centre  (^O)  J^o)  défini  dans  le  lemme,  et  à  l'intérieur  duquel 
f{x^y)  admet,  pour  ce  même  nombre,  2e,  un  module  de  con- 
tinuité uniforme  :  il  est  contradictoire  que  /(^'.J")  ait  un  tel 


12  PREMIÈRE  PARTIE.    —   CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

module  dans  R'  et  n'en  ait  pas  dans  les  carrés  Qi,  puisque  ceux-cî 
finissent  par  être  tous  intérieurs  au  carré  R'.  c.  q.  f.  d. 

1?.  Dérivée.  —  Si  f{x)  est  une  fonction  continue  pourx  =  a, 
la  différence  f{a -^  h)—f{à)^  d'après  la  définition  de  la  conti- 
nuité, tend  vers  zéro  avec  h]  si  de  plus  le  quotient 

f{a-^h)^f{a) 
II 

tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée  lorsque  h  tend  vers  zéro 
d'une  manière  quelconque,  cette  limite  est  dite  la  dérivée  de 
la  fonction  f{x)  pour  x=^  a.  On  la  représente  par  y  (a). 

Dans  cet  énoncé  les  mots  d'une  manière  quelconque  sont 
indispensables  :  en  effet,  faire  tendre  h  vers  zéro,  c'est  (n**  1)  faire 
passer  h  par  une  suite  de  valeurs  successives 

ayant  pour  limite  zéro;  or,  il  peut  se  faire  que  pour  deux  suites 
convenablement  choisies,  le  quotient  '^ — r — -. — - — -  ait  deux 
limites  différentes.  Voici  un  exemple  : 

Soit 


On 


a 


•^  X 


/(o)r=o         et         =/-^-_^^-Zl_^.  =sin^; 


cette  expression  tend  vers  i  si  h  tend  vers  o  en  passant  par  la 
suite  de  valeurs 


— haArir        ^ -h  2(X: -h  1)7:  —  h-îi/itc 

elle  tend  vers  o,  si  h  tend  vers  o  en  passant  par  la  suite  de  va- 
leurs 

I  I  I 

La  fonction /(^),  d'après  cela,  n'a  pas  de  dérivée  pour  x=^o. 
Les  règles  du  calcul  des  dérivées  ont  été  données  dans  le  Cours 
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de  Mathématiques  spéciales;  nous  les  supposerons  connues,  et 
nous  admettrons  également  les  r< 
dérivées  des  fonctions  usuelles. 


nous  admettrons  également  les  résultats  fondamentaux  relatifs  aux 


Remarque,  —  Il  est  clair  qu'une  fonction  qui  admet  une 
dérivée  pour  ^  =  a  est  continue  en  ce  point;  on  a  cru  longtemps 
que  la  réciproque  était  vraie,  c'est-à-dire  qu'une  fonction  continue 
admettait  nécessairement  une  dérivée.  Il  n'en  est  rien,  comme  Fa 
montré  Weierstrass  qui  a  donné  un  exemple  de  fonction  con- 
tinue sans  dérivée;  mais  de  tels  cas  sont  exceplionnels,  et  l'on 
n'aura  à  considérer  dans  ce  Cours  que  des  fonctions  (continues) 
admettant  des  dérivées. 


IL  -  INFINIMENT  PETITS. 


13.  Un  infiniment  petit  est  une  quantité  variable  qui  a  pour 
limite  zéro,  c'est-à-dire  qui  prend  successivement  une  série  de 
valeurs  tendant  vers  zéro.  Une  quantité  fixe^  si  petite  qu'on  la 
suppose,  ne  peut  donc  être  un  infiniment  petit. 

Un  infiniment  petit  ne  figure  jamais  seul  dans  un  calcul,  car  à 
la  limite  il  faudrait  le  remplacer  par  zéro,  et  il  eût  été  inutile  de 
l'introduire  au  début;  on  introduit  simultanément  plusieurs  infi- 
niment petits,  de  manière  que,  dans  les  équations  obtenues, 
chaque  terme  ait  un  infiniment  petit  en  facteur. 

Si  X  est  un  infiniment  petit  et  si  une  fonction  /(^)  tend  vers 
zéro  quand  x  tend  vers  zéro  d'une  manière  quelconque,  on  dit 
que  y(^)  est  infiniment  petit  avec  x.  Ce  nouvel  infiniment  petit 
est  fonction  du  premier,  x^  lequel  est  dit  infiniment  petit  prin- 
cipal. 

On  dit  que  l'infiniment  petit /(^)  est  d'ordre  m  par  rapport 

à  x  lorsque  le  rapport      J  tend  vers  une  limite  finie  et  non  nulle 
pour  ^  =  o;  m  est  essentiellement  une  quantité  positive. 

14.  Exemples  d'infiniment  petits.  —  La  fonction  sin:r  est  infi- 
niment petite  du  premier  ordre  avec  x\  la  fonction  sin:r  —  x  est 
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inHiiiment  petite  du  troisième  ordre,  car  on  sait  que 


sina:  =  a? ;;-  -i- 

o 


i.a  fonction    i  —  cos^  est  infiniment  petite  du  second  ordre 
(toujours  pour  x  ^=  o).  car 


cosar  =1 1 7  —  . . 

•2         '?4 


De  là  résulte  cette  conséquence  géométrique  :  si  un  triangle 
rectangle  a  un  angle  j:,  infiniment  petit,  la  différence  des  deux 
côtés  qui  comprennent  cet  angle  est  infiniment  petite  du  second 
ordre  par  rapport  à  x  {fi g-  a),  car 

OB  —  OA  =  OB(i  —  cosx)  =  OB  ~  ^i  -  ^  4-. . . y 

On  dit  aussi  que  les  deux  côtés  considérés  sont  égaux  au  second 
ordre  près. 

Fig.  a. 


Il  existe  des  infiniment  petits  qui  ne  sont  d'aucun  ordre;  ainsi 
^log^r  tend  vers  zéro  avecx;  mais,  quel  que  soit  le  nombre  po- 
sitif m,  --  n'a  pas  de  limite  finie  et  non  nulle  pour  j:  =  o;  car 

si  m  est  supérieur  ou  égal  à  i,  l'expression  devient  infinie;  si  m 
est  inférieur  à  î,  elle  devient  nulle.  L'infiniment  petit  x\o%x  n'a 
donc  pas  d'ordre  par  rapport  à  x. 

On  donnera,  dans  la  suite  du  Cours,  de  nombreux  exemples 
d'infiniment  petits  empruntés  à  la  Géométrie. 

15.  Valeur  principale.  —  D'après  la  définition,  un  infiniment 
petit^,  d'ordre  m  par  rapport  à  x,  satisfait  à  la  relation 

■^«  =  ^  -^  ^1 
A  étant  une  quantité  finie  et  non  nulle,   et  e  tendant  vers  zéro 
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avec  X.  On  en  tire 

Le  terme  Aj:*"  se  nomme  la  valeur  principale  de  Tinfiniment 

petit  y.  Soit  de  même  B^"  la  valeur  principale  de  Tinfiniment 

petit  e;  on  a 

y  —  Aa?'«H-  Ba:"»-»-«-4-  eia?"»-^», 

Si  étant  infiniment  petit.  On  peut  continuer  ce  calcul,  et  mettre 
•ainsi  j^  sous  forme  d'une  somme  de  2,  3,  4»  •  •  •  termes  infiniment 
petits,  dont  chacun  est  d'ordre  supérieur  aux  précédents. 

16.  Corollaires.  —  La  valeur  principale  de  la  somme  d'un 
nombre  fini  de  termes  est  la  même  que  celle  de  la  somme  des 
valeurs  principales  des  termes. 

Par  exemple,  la  valeur  principale  de  sin  ^-f- tango: -|-:r^,  pour^ 
infiniment  petit,  est  la  même  que  celle  de  x~{'X-\-x^^  c'est- 
à-dire  IX. 

Il  y  a  cependant  un  cas  d^ exception  :  c'est  celui  où  les  termes 
d'ordre  le  moins  élevé  se  détruisent,  comme  dans  sinj?  —  x-^-x^, 
La  valeur  principale  n'est  alors  pas  la  même  que  celle  de 
jc  —  jc-i-x',  qui  serait  x^  ;  pour  l'obtenir,  il  faut  pousser  le  déve- 
loppement de  sin^  jusqu'au  second  terme,  ce  qui  donne  pour  la 
valeur  principale 

3c— X  -^x^—  — -. 

o  o 

Dans  les  applications,  un  peu  d'.attention  suffit  pour  éviter  toute 
erreur  :  on  est  en  effet  prévenu  du  cas  d'exception  par  ce  fait  que 
l'on  obtient  pour  la  valeur  principale  cherchée,  en  appliquant  la 
règle  générale,  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  à  l'ordre 
prévu . 

La  valeur  principale  du  produit  d'un  nombre  fini  de  termes  est 
le  produit  des  valeurs  principales  des  termes,  sans  cas  d'exception. 

Ainsi  la  valeur  principale,  pour  j;  infiniment  petit,  de  a:^sinj:cos:r 
est  x^. 

Par  extension,  si  une  fonction  /(x),  de  l'infiniment  petit  Xj 
tend  vers  A  pour  ^  =  0,  A  étant  une  constante  non  nulle,  on 
dira  que  A  est  la  valeur  principale  de  /{x)  pour  x  =  o.  C'est 
ainsi  que,  dans  l'exemple  précédent,  la  valeur  principale  du 
facteur  cosic  a  été  prise  égale  à  i. 
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17.  L'inverse  d'un  infiniment  petit  est  une  quantité  dont  la 
valeur  absolue  croît  au  delà  de  toute  limite,  c'est-à-dire  un  infini- 
ment grand.  On  dit  qu'un  infiniment  grand  F(:r)  est  d'ordre  m 

par  rapport  à  x  quand  „        est  un  infiniment  petit  d'ordre  m  ; 
on  a  ainsi 

-^-. —  =  Aa?"»  -h  ea?'"  ; 
d'où 

F  (  37  )  = •= (    I  —  I 

^    ^       A  4- 6  a?"'        \x"^\         A-he/ 
et   .    ^  sera  la  valeur  principale  de  ('infiniment  grand  F(x). 

18.  Soient  deux,  infiniment  petits  y  et  z^  fonctions  d'un  même 
infiniment  petit  principal  x^  et  d'ordres  m  et  n  : 

i°  Si  y  et  z  sont  du  même  ordre  {m  =  n)^  la  limite  du  quo- 
tient —  >  quand  x  tend  vers  zéro,  est  le  quotient  des  valeurs 
principales  de  y  et  de  z; 

2"  Si  y  est  d'ordre  supérieur  à  z[ni  r>  /*),  —  est  un  infini- 
ment petit  dont  la  valeur  principale  est  le  quotient  des  valeurs 
principales  de  y  et  de  z\ 

3**  Si  y  est  d'ordre  inférieur  à  z[m  <C  /*),  —  est  un  infini- 
ment grand  dont  la  valeur  principale  est  encore  le  quotient 
des  valeurs  principales  dey  et  de  z. 

Ces  propositions  résultent  des  définitions 

y  =r  a:'«(A  -f- e),        s  =  a?«(B  — e'); 


d'où 


^  =  x'^ 


A-he        A  r         Be-Ae'  I 


A. 

au  dernier  membre,  ^  x'«~"  est  le  quotient  des  valeurs  principales 

Aj:"'  et  Bx",  de  y  et  de  z,  et  la  quantité  entre  crochets  tend 
vers  I  pour  x  =  o,  ce  qui  démontre  les  trois  cas  du  théorème. 
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III.  —  DIFFÉRENTIELLES  DES  FONCTIONS  D'UNE  VARIABLE. 


19.  Formule  des  accroissements  finis.  —  On  établit,  dans  le 
Cours  de  Ma théina tiques  spéciales,  rimportantc  proposition  sui- 
vante : 

Sif{x)  désigne  une  fonction  continue  entre  x  =  a  et  x^=b^ 

admettant  dans  cet  intervalle  une  dérivée  finie  et  déterminée, 

/■'(^),  on  a 

f{x-^h)-^f{x)=h/'(x-hbh), 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  -h  h  et  de  x  comprises  entre  a  et  b, 
en  désignant  par  9  une  quantité  comprise  entre  o  et  i. 

On  en  déduit,  en  particulier,  qu'une  fonction,  continue  enlre  a 
et  è,  dont  la  dérivée  est  nulle  dans  cet  intervalle,  est  une  constante 
dans  le  même  intervalle. 

20.  Différentielle  première.  —  Soit  y  une  fonction  de  j-, 
y=zf(^x)]  désignons  par  Ay  son  accroissement  pour  Taccroisse- 
ment  infiniment  petit  h  de  x. 

Si  /(x)  admet  une  dérivée  pour  la  valeur  x  de  la  variable  on  a 

Av 
limite  (pour  h  =  o)  de  -":-  =f'{x)^ 

c'est-à-dire  que  A^  est,  par  rapport  à  /i,  un  infiniment  petit  du 
premier  ordre,  dont  la  valeur  principale  est  h/'(x).  On  désigne 
cette  valeur  principale  par  dy,  et  on  l'appelle  différentielle  ou 
différentielle  première  de  la  fonction^.  Ainsi,  par  définition, 

dy  =  hf\x), 

et  dy  est  la  valeur  principale  de  l'accroissement  de  y^  quand  x 

éprouve  l'accroissement  A. 

Appliquons    cette    formule    à    la    fonction   y=.x\    il    vient, 

puisque /'(j;)=  I, 

dx  =  A, 

c'est-à-dire  que  la  différentielle  de  la  variable  indépendante 
est  égale  à  son  accroissement, 

H.  3 
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On  en  déduit 

dy  =f'(x)dx, 

c'est-à-dire  que  la  différentielle  d^une  fonction  de  x  est  le  pro- 
duit  de  la  dérivée  par  V accroissement  infiniment  petit  dx  de 
la  variable. 

D'après  cela  A^etrfj:  sont  des  infiniment  petits  du  même  ordre, 
sauf  pour  les  valeurs  particulières  de  x  qui  rendent  y  (a:)  nul 
ou  infini.  Par  exemple,  dans  une  courbe  en  coordonnées  polaires 
p  =/(to),  Ap  el  diù  sont  des  infiniment  petits  du  même  ordre, 
sauf  en  certains  points  spéciaux  de  la  courbe. 

21.  Corollaire.  —  Deux  fonctions  d'une  même  variable  dont 
les  différentielles  sont  identiques  ne  diffèrent  que  d'une  con- 
stante :  car  cela  revient  à  dire  qu'elles  ont  même  dérivée,  el  leur 
différence,  ayant  une  dérivée  nulle,  est  dès  lors  une  con- 
stante (n°  19). 

22.  Remarque.  —  Il  résulte  de  là  que,  pour  déterminer  la 
dérivée  d'une  fonction  inconnue,  définie  par  des  propriétés  géo- 
métriques ou  physiques,  on  n'aura  qu'à  chercher  la  valeur  prin- 
cipale de  l'accroissement,  en  négligeant  les  infiniment  petits 
d'ordre  supérieur  au  premier.  Cette  valeur  principale  sera  le  pro- 
duit de  dx  par  la  dérivée  ;  on  connaîtra  ainsi  la  dérivée,  d'où  l'on 
remontera  à  la  fonction. 

C'est  là  un  des  principes  fondamentaux  du  Calcul  inHnitésiraal  ; 
il  est  d'ailleurs  indépendant  de  la  notation  difTérentielle,  et 
traduit  la  définition  même  de  la  dérivée. 

Nous  aurons  souvent  à  l'appliquer  dans  ce  Cours;  un  exemple 
connu  en  Physique  est  l'évaluation  des  hauteurs  par  le  baromètre. 

Soient/?  la  pression  atmosphérique  à  la  hauteur  z^  8  la  densité 
de  l'air  à  cette  hauteur.  Si  l'on  s'élève  de  dz^  la  diminution  de 
pression  sur  l'unité  de  surface  est  le  poids  du  prisme  gazeux  de 
base  I  et  de  hauteur  dz. 

Or  si  S  —  £  est  la  densité  du  gaz  à  la  hauteur  z-^-dz^  il  est 
clair  que  le  poids  considéré  est  compris  entre  (8  —  e)  dz  ^\.Z  dz\ 
mais  e,  s'annulant  avec  dz^  est  un  infiniment  petit,  de  sorte 
que  tdz  est  d'ordre  supérieur  au  premier  par  rapport  à  dz.  La 
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valeur  principale  dp  de  raccroissement  de  pression  est  donc 

—  dp  =  0  dz. 

D^ailieurs  S  est,  comme  on  sait,  proportionnel  à  /?,  8  =  kp^  et 
il  vient 

±^-kdz, 
P 

Les  deux  fonctions  hogp  et  — kz  ayant  des  difTérentielles 
identiques,  on  en  conclut  (n°  21) 

Log/î  =  —  kz  -^  const., 
on,  sous  une  autre  forme, 

C  étant  une  constante.  C'est  la  loi  de  Laplace. 

23.  Exemples  de  calcul  de  différentielles.  —  Soient  Uj  (^,  w 
des  fonctions  de  la  variable  x;  toute  fonction,  (p(w,  i',  w),  de 
w,  I',  tv,  est  dhe  fonction  composée  de  x.  En  vertu  d'une  règle  de 
dérivation  connue,  la  dérivée  de  f{Uj  v,  w)  étant 

la  différentielle  sera  le  produit  de  cette  expression  par  dx\  c'est- 
à-dire,  en  observant  que  Uj.dx-=^du^ 

(i)  d^(u,VJw)=f:^',^du-^o^,dv-\'Z^'^^dw^ 

formule  importante,  où  cp^^,  cp,,,  '^[^,  sont  les  dérivées  partielles  de  o 
par  rapport  à  w,  ^,  «v;  c'est-à-dire  que  'f^^est  la  dérivée  de  cp  quand 
on  regarde  u  comme  variable  indépendante,  et  v^  w  comme  con- 
stants. 

On  en  déduit  les  corollaires  suivants  : 

Différentielle  d'une  somme  : 

d{U'Jt-v-h...)=  du-{-dç-h.,.\ 

Différentielle  d'un  produit  : 

,,         N             j                j              j                  /du       dv       dw\ 
d(  uvw  )=  vw  du  -^  uw  dv  -h  uç  dw  =  uvw  ( 1 1 )  ; 
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Différentielle  d'un  quotient  : 

v  du  —  Il  dv 


,/u\       du  dv 

J(-  )= u—- 


p* 

Différentielle  d'une  puissance  : 

d{u"^)=  mu"^-^du; 

Différentielles  diverses  : 

d{s\nu)  =  cosudu^ 
d{cosu)  =  —  sinw  du, 
I 


d{l'dn^u)  = 

—du  = 

cos^u 

darc  sinu  = 

du 

±v/i— w'- 

rfarc  tanga  = 

du 

I-h  U' 

d(e-)  = 

e«  du, 

d{Logu)  = 

du 

9 

u 

^M  =(n-  tang*M)  dUf 


le  Log  étant  népérien. 

24.  Remarque  I.  —  La  relation  dy=f'[x)dj:  montre  que  la 
dérivée /'(.r),  ou  y^,  de  j/' par  rapportât,  est  le  quotient  des  diffé- 
rentielles dy  et  dx^  dy  étant  la  différentielle  de  j^  qui  correspond 
à  l'accroissement  dx  : 

^^~  dx 

Soient  de  méine  u  une  autre  fonction  de  x,  du  sa  différentielle 
coirespondaHl  au  même  accroissement  dx  que  ci-dessus;  on  a 

du 


d'où 


"-=d^' 


Or,  d'après  la  théorie  des  dérivées,  si  Ton  regarde  j^  comme  fonc- 
lion  de  w,  y'^,  :  u'j.  est  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  «;  on  peut 
donc  écrire  : 
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Par  suite,  si  l'on  désigne  par  dy  et  du  les  différentielles  de  y  et 
<le  a  pour  un  même  accroissement  de  la  variable  indépendante  x 
dont  dépendent  ces  deux  fonctions  :  i°  la  dérivée  de^  par  rapport 

à  a  est  égale  à  -.— ;  2"  si  Ton  donne  à  u  l'accroissement  dit^  la  dif- 
férentielle correspondante  de^,  considérée  comme  fonction  de  n, 
est  la  même  que  celle  qui  répondait  à  Faccroissement  rfjc,  pour  y 
considérée  comme  fonction  de  x. 

C'est  1à  une  double  propriété  importante  des  différentielles 
premières,  et  que  l'on  ne  retrouve  plus  dans  les  différentielles 
d'ordre  supérieur. 

2o.  Remarque  II.  —  Géométriquement,  on  sait  que  f'{oc)  est 
le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  MT,  menée  à  la  courbe 
y  =f[x)  au  point  M  d'abscisse  x. 

Si  donc  on  mène  la  parallèle  à  Oy  d'abscisse  x  -f-  dx^  le 
triangle  rectangle  TMP  {Jîg*  3)  donne 

TP  =  MP  tangM  =  dxf'{x). 

Donc  dy^=  ÏP;  c'est-à-dire  que  dy  est  rigoureusement  égal  à 

Fig.  3. 

y 

T, 


jc-^da^ 


l'accroissement  de  Tordonnée  quand  on  passe  du  point  d'abscisse :r, 
sur  la  courbe,  au  point  d'abscisse  x -{- dx  sur  la  tangente  à  la 
courbe  au  point  x. 

On  peut  observer  que,  quand  on  passe  de  ^  à  .r  4-rf.r,  l'ac- 
croissement ^y  de  l'ordonnée  est  NP  :  comme  rf>'=:TP  est  la 
valeur  principale  de  ^y^  la  différence  dy  —  Ay,  c'esl-à-dire  TN, 
est  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  à  dy^  c'est-à-dire  à  dx. 

En  d'autres  termes  :  la  portion  d'ordonnée  comprise  entre  une 
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courbe  et  une  tangente  est  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur 
au  premier,  par  rapport  à  la  distance  du  point  de  contact  à  l'or- 
donnée considérée. 

On  retrouvera  et  Ton  étendra  ce  résultat  dans  la  théorie  générale 
du  contact  des  courbes. 

26.  Différentielle  seconde.  —  Soient  x  et  :r,  deux  valeurs  de 
la  variable  indépendante;  comparons  les  différentielles  d'une 
même  fonction  y  =/(.r),  pour  ces  deux  valeurs: 

dy^f\x)dx,         dyx=f'{x^)dxx. 

Comme  dy  et  dy^  dépendent  de  dx  et  de  dx^^  qui  sont  deux 
infiniment  pelits  indépendants  l'un  de  Tautre,  on  ne  peut  les  com- 
parer qu'en  établissant  une  liaison  entre  dx  et  dx\  :  il  est  naturel 
de  supposer  dxi=:dx,  c'est-à-dire  d'admettre  que  les  deux 
accroissements  de  x  sont  les  mêmes. 

Dans  cette  hypothèse,  formons  la  différence  dyt  —  dy  : 

dyi  —  dy=\/'{xi)  —  /'(x)]dx. 

Supposons  maintenant  que  Xi  tende  vers  x,  en  faisant 
X\  =zx-\-ox'y  on  aura,  d'après  le  théorème  des  accroissements 
finis,  et  en  désignant  par  /"(:r)  la  dérivée  de/'(.r)  : 

dyi  -    dy  =  /"{x  •+-  0  o.r)  dx  ox^ 

et,  à  la  limite,  en  faisant  tendre  ox  vers  zéro. 

Valeur  principale  de  {dyi  —  dy)=/'{x)  dx  ox. 

Le  premier  membre  est  donc  un  infiniment  petit,  dépendant  du 
produit  de  deux  infiniment  petits,  dx  et  5^,  qui,  d'après  la  ma- 
nière même  dont  on  les  a  introduits  et  définis,  sont  arbitraires  et 
n'ont  entre  eux  aucune  liaison  :  nous  les  supposerons  égaux 
(bien  que  cette  hypothèse  ne  soit  pas  indispensable)  afin  de  sim- 
plifier l'écriture;  il  vient  ainsi 

Valeur  principale  de  (dyi—  dy)=  f  {x)  dx^. 

Le  premier  membre,  valeur  principale  de  la  difi'érence  des  différen- 
tielles dyi  et  dy,  qui  correspondent  respectivement  aux  valeurs 
x  +  dx  et  X  de  la  variable  et  au  même  accroissement  dx,   se 
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nomme  différentielle  seconde  de  la  fonction  y,   et  se  désigne 
par  d^y.  Ainsi 

(!i)  d^y^f\x)dxK 

On  voit  que  l'on  obtient  d'^y  en  différentiant  l'expression 
f  {oc)  dx^  de  dy^  et  en  traitant  dans  ce  calcul  le  facteur  dx  comme 
une  constante  :  c'est  ce  qui  fait  dire  que  d^y  est  la  différentielle 
de  dy^  lorsqu'on  suppose  Taccroissement  dx  indépendant  de  x^ 
mais  cette  manière  de  voir  ne  saurait,  sans  obscurité,  être  pré- 
sentée comme  la  définition  de  la  différentielle  seconde. 

27.  Géométriquement  notre  définition  de  la  différentielle 
seconde  s'interprète  ainsi. 

Considérons  toujours  la  courbe  y  z=  f{x)  et  menons  les  or- 
données   qui  correspondent  aux  abscisses  x^  Xi  =  x  -i-  dx^   et 

Fig.  4. 


or       jctdjc     jc-¥2dx' 


Xi  -f-  dx  =  X  -{-  1  dx;  on  a  sur  la  figure,  en  traçant  les  tangentes 
en  M  et  M|  {/îg.  4), 


par  suite 


et  la  différentielle  seconde  est,  par  définition,  la  valeur  principale 
de  T|  P|  —  TP,  dx  étant  l'infiniment  petit  principal. 

28.   Différentielle  seconde  d'une  fonction  composée.    —    Soit 
y  =  (f{u,  ^,  (v);  Uj  (^,  (V  étant  des  fonctions  dex:  on  sait  (n**23)  que 

(3)  dy  =  AdU'hBdç-hC  dw, 

A,  B,  G  étant  les  trois  dérivées  partielles  de  cp.  Proposons-nous  de 
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calculer  d-y.  On  peut  écrire 

w',  v\  ...  étant  les  dérivées  de  w,  i^,  . . .  par  rapport  à  j?;  et  par 
suite,  diaprés  la  relation  de  définition  (2), 

d^y  ={ku'  ^Bv'  -h  Cw'y^dx^=^{  Kii'  -\-  K'  u'  -^ , .  ,)dx^. 

Or,  en  vertu  des  relations  u'dx=^du^  A'dx  =  d\^  u"dx^=d''Uy 
on  peut  écrire 

(4)        d^y  =  Xd^u-hd\du-hBdiV'\-dBdv-h  Cd^  w  -h  rfC  dw, 

ce  qui  montre  que  d^y  s'ohlient  en  difTérentiant  selon  les  règles 
ordinaires  Texpression  (3)  de  dy,  et  en  écrivant  rf*w,  rf^p,  rf^u», 
pour  les  différentielles  de  du,  di>^  dw, 

29.  Remarques.  —  i''  La  différentielle  seconde  de  la  variable 
indépendante  x  est  nulle,  car  la  dérivée  seconde  de  la  fonction  x 
est  égale  à  zéro.  Ainsi  d'^x  =  o. 

2®  En  vertu  de  (2),  la  dérivée  seconde,  y,  de  y  par  rapport 

à  X,  est  le  quotient  de  d^y  par  dx^^  et  s'écrira  -^. 

3°  Soient  ^^  et  u  deux  fonctions  de  x;  dy  et  du  leurs  différen- 
tielles pour  le  même  accroissement  dx;  on  a  vu  (n"24)  que  dy 
est  encore  la  différentielle  de  y  quand  u  est  pris  pour  variable 
indépendante  à  la  place  de  x,  et  subit  Taccroissement  du. 

Au  contraire  la  différentielle  seconde  d^y  ne  reste  pas  la  même 
quand  on  change  la  variable  indépendante  :  cela  tient  à  ce  que 
Ton  a  fait  sur  cette  variable  (n'^SG)  Thypothèse  dXi  =  dx,  qui  n'en- 
traîne pas  dui  =  du.  On  devrait  donc,  pour  préciser,  écrire  d^y 
ou  d^r,  en  mettant  en  évidence  la  variable  indépendante. 

On  peut  se  rendre  compte  autrement  de  ce  fait. 

Soit 

J' =  ?(")> 

u  étant  fonction  de  x.  On  en  tire 

dy  =  o'(u)  du; 

différenlions  encore  les  deux  membres  en  prenant  x  pour  va- 
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rîable  indépendante;  il  vient,  suivant  la  règle  du  n®  28, 
diy  =  Q'(M)^a*-4-  o'(u)dJ.u. 
D'ailleurs 

en  vertu  de  (2);  par  suite 

ce    qui    montre   bien    la   non-identité    des    deux    différentielles 
secondes  de^. 

30.  Différentielles  d'ordre  supérieur.  —  En  raisonnant  sur  la 
différentielle  seconde  comme  on  l'a  fait  sur  la  différentielle  pre- 
mière, et  en  désignant  par  f"'{x)  la  dérivée  troisième  de  f{x)^ 
on  définit  de  même  la  différentielle  troisième  : 

d^y=-r{x)dx\ 
et  en  général 

df^y  =f»{x)dx", 
d'où 

f"{x)  étant  la  dérivée  d'ordre  n  de  f{x). 

Dans  le  cas  d'une  fonction  composée,  on  calcule  d^y  en  diffé- 
rentiant  l'expression  (4)  de  d'-y^  et  en  écrivant  rf^w,  d^v,  ... 
pour  les  différentielles  derf^w,  d^v^ 

Ainsi,  si 

y  =  o(w), 

on  aura 

dy  =  o'(u)  du  ;         d-y  =  o' ( m )  du* ■+-  o'(u)d*u; 
d^y  =  o'"(  u)  du^-h  3'f'(  u)dud^  u  -h  o\  w)  J^  w^ 


IV.  ->  DÉRIVÉES  ET  DIFFÉRENTIELLES  DES  FONCTIONS 
DE  PLUSIEURS  VARIABLES. 


31.  Soit  z  =zf(^Xjy)  une  fonction  de  deux  variables  indépen- 
dantes; on  désigne  par  /^  sa  dérivée  partielle  par  rapport  à  x, 
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c'est-à-dire  la  dérivée  ie  f{x^y)  lorsque  x  est  regardé  comme 
variable  indépendante^  et  y  comme  constant.  On  définit  de 
même/^.  La  dérivée  partielle  de/^  par  rapport  à  x  s'écrit//,;  sa 
dérivée  partielle  par  rapport  ày,/^  ;  et  Ton  définit  de  même  /^^ 

et/;.,.... 

32.  Théorème.  —  On  peut  intervertir  arbitrairement  Vordro 
des  dérivations. 

Montrons  d'abord  que  /rj^/jxî  ^^  ^  ^^^  effet,  établissons 
que  chacun  des  deux  membres  est  la  limite  de  l'expression 

(5)  ^ : -^^ : -, 

lorsque  h  et  k  tendent  vers  zéro  d'une  manière  quelconque. 
Posons 

/(a-,  ^H-A-)— /(x,7)=cp(:r,7); 

l'expression  (5)  s'écrit 

ou,  en  vertu  de  la  formule  des  accroissements  finis, 

icp:c(:r-+-0//,7), 
c'est-à-dire 

Appliquons  encore  la  même  formule  ;  celte  expression  s'écrit 

et  sa  limite,  pour  h  et  k  nuls,  est  bien  f'  à  condition  toutefois 
que /^^  soit  continue  au  point  x,^^'.  On  établirait  de  même  que  (5) 
a  pour  limite /Jl^,  en  posant  <p,  r=:/( a;  +  A,  ^)  —  /(j;,^).  Donc 

J  xy       J  XX' 

Remarque.  —  Cette  démonstration  suppose  que  l'on  peut  ap- 
pliquer aux  fonctions  cp  et  (p,,/^et/^la  formule  des  accroisse- 
ments finis  ;  il  faut  donc  que  /,  /^.,  f'y.  soient  des  fonctions  con- 
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tinues  aux  environs  du  point  x^  y  et  que  /^^,  /^'^  soient  finies 
et  déterminées  en  ce  point.  De  plus,  comme  on  l'a  dit  explicite- 
ment, il  faut  aussi  que  /^^.  et/^^.  soient  continues  au  même  point. 

Généralisation,  —  Si  l'on  a  plus  de  deux  indices  de  dériva- 
tion, on  peut  intervertir  deux  indices  consécutifs.  Ainsi  je  dis 
que 

V  "  )  fxyx  xy  =  Jxxj  xy  • 

Car  d'après  le  théorème  ci-dessus 

C  7  )  Jx  yx  =^  Jx  xyi 

puisque  les  deux  membres,  en  posant  /J.=  <i,  sont  ^''  et  à"  . 
Dérivant  maintenant  les  deux  membres  de  l'identité  (7)  par  rap- 
port à  X,  puis  par  rapport  à^,  on  obtient  bien  la  formule  (6). 

Il  en  résulte  que  l'on  peut  intervertir  arbitrairement  l'ordre 
des  indices  de  dérivation,  car  on  pourra  toujours  passer  d'un  ordre 
à  un  autre  par  une  série  de  permutations  effectuées  entre  deux 
indices  consécutifs. 

Le  théorème  s'étend  de  lui-même  aux  fonctions  de  3,  4?  •  •  •  va- 
riables indépendantes. 

33.  Différentielle  première  totale.  —  Dans  la  fonction 
3  =fÇx,y)j  donnons  kx  el  y,  variables  indépendantes,  des  ac- 
croissements h  el  k;  l'accroissement  A2,  de  z,  peut  s'écrire 

^z  =/(a?  -+-  A,  ^  4-  k)—f{x,  y  -f-  k)^f{x,  y  -+-  k)  —  f{x,  7), 
et,  par  la  formule  des  accroissements  finis, 

^5  =  hf'^{x  -h  Oh,  y  -h  A )-H  /c/;.{x,  y  -+-  ù'k). 

Si/^  el/^  sont  continues  pour  les  valeurs  x^  y  des  variables, 
on  a 

/;(:r -h  0  A,  7 -t- A-)=/;(:r,  j-)-!- E, 
fy(x,y-^^'k)  =  /;{x,y)^z\ 

e  et  e'  étant  infiniment  petits  en  même  temps  que  A  et  A*;  il  vient 
alors 

âiz  =  h/^-h  kfy-\-  s/t  -h  t' k. 

Les  deux  derniers  termes  sont  d'ordre  infinitésimal  supérieur, 
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l'un  à  hf^^  l'autre  à  A*/',  c'est-à-dire  que  les  deux  premiers  lerines 
donnent  la  valeur  principale  de  A2  (*  ).  Ces  deux  termes  forment 
ce  qu'on  nomme  la  différentielle  première  totale  de  5,  pour  les 
valeurs  a:,  y  et  les  accroissements  A  et  A:  des  variables;  on  la 
désigne  par  dz^  de  sorte  que 

flfjî  =  A/i-4-A/;.. 
En  particulier  si  s  =  j?,  on  a 

d  ou 

dx  =  A, 

et  de  même 

dy  =  k. 

c'est-à-dire  que  les  difTérentielles  des  variables  indépendantes  sont 
égales  à  leurs  accroissements  \  on  peut  alors  écrire  dz  : 

(8)  dz=f'^dx^f;.dy. 

34.  Notations  diverses.  —  Les  dérivées  partielles  de  z  =/(x^yy 
s'écrivent 

fx      et     /;,      ou      Z'j.,      Zy  (L.VGRANGE), 

df  àf  dz        àz 

-f-     et     -— »     ou     --,     -—         (Jacobi). 

ùx  ôy  ox       oy 

De  même  les  trois  dérivées  secondes  de  z  seront  désignées  par 
z"j,t,     z^j.yj     5y,         (Lagrange), 


(')  Si  dans  l'expression  d'une  somme  infioiment  petite  ^z  qui  dépend  de  deux 
ou  plusieurs  infiniment  petits  A,  A",  ...  indépendants  entre  eux,  on  supprime  tout 
terme  qui  est  certainement  d'un  ordre  infinitésimal  supérieur  à  un  autre,  l'ex- 
pression restante  est  ce  que  l'on  peut  appeler  valeur  principale  de  As.  Par 
exemple,  pour  les  infiniment  petits 

bh  4-  aÂ-2-H  3  AA-  4-  4A:^        l^h^-i-^hk  +  2  AA•^        hk  ■+-  (yhH-  -+-  8Â^ 

les  valeurs  principales  sont  respectivement 

5h-h2k\        l^h?+Zhk,        hk-^%k\ 

car,  dans  la  première  expression,  Zhk  est  d'ordre  supérieur  à  5 A,  et  4 A''  d'ordre 
supérieur  à  aA:';  dans  la  seconde  a/iA:'  est  d'ordre  supérieur  à  3/iA:;  dans  la 
troisième  6 /t'A"  est  d'ordre  supérieur  à  hk. 
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OU 

à^z         d^z        ô'-z 

Kn  général,  la  dérivée  de  z^  prise  m  fois  par  rapport  h  x  ei  n  fois 
par  rapport  à  y^  s'écrira 

d"'^"z 

On  aura  toujours  soin,  quand  il  s'agira  de  dérivées  partielles, 
de  prendre  la  lettre  d,  en  réservant  le  d  pour  les  diflerentielles 
lulales;  on  écrira  donc 

,         dz    .  ôz    . 

Pour  une  fonction,  y  =y(x),  d'une  seule  variable,  la  dérivée 
s'écrira  ■—-,  parce  qu'elle  est  le  quotient  de  deux  différentielles 
totales;  mais  pour  la  fonction  z  =zf(^x^y)^  la  dérivée  par  rapport 
à  a:  ne  saurait  s'écrire  ^-,  parce  qu'elle  n'est  pas  le  quotient  de 
la  différentielle  totale  (8)  par  dx\  de  là  l'utilité,  pour  éviter  toute 
confusion,  de  la  représenter  par  —• 

3o.  Différentielle  totale  d'une  fonction  composée.  —  Soit 

z  =  cp(a,  r,  cv) 

une  fonction  de  «,  v^  (P,  qui  sont  eux-mêmes  fonctions  des  va- 
riables indépendantes  ^,  y.  On  aura,  par  la  formule  de  défini- 
tion (9)  : 

et,  par  la  théorie  des  dérivées  : 

dz        d^  du        ficp   d{>         do   dn' 
dx  ~"  du  dx        dv  dx        dw    dx 

dz  __  d<p  du 

dy       du  dy       ' 

,  do  {du  j  au    ,  \        ào  / dv   j  àv    ,   \ 


d'où 
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c'esl-à-dire 

-         do    ,  do    .  do    , 

dz  =  -r^-  du  -\-  -^  av  -\-  -r^  dw  ; 
du  dif  dw 

formule  fondanienlale  dans  laquelle  les  variables  indépendantes 
et  leurs  diflférentielles  ne  figurent  pas  explicitement  :  c'est  fez 
même  formule  que  dans  le  cas  d'une  seule  variable  indépen- 
dante [(équation  (i),  n"  23]. 

On  en  déduit,  comme  au  n°  23,  quelles  que  soient  les  variables 
indépendantes  et  quel  que  soit  leur  nombre  : 

r/( M  -4-  p  -+- . . . )  =  û?M  -h  <ip  -f- . . . ;         d{uv)  ^  V  du  -^  u  dv \ 

d(  Mpcv)  =  vw  du  -+-  uiv  dv  -H  uv  dw  =  uvw  ( 1 \ )  ; 

\  a  V  w  / 


<".) 


u  dv  —  V  du 

d{u"^)  =  niu'"-^du. 

7  1  ^'^ 

•^  u 


Corollaire,   —   Si  des  fonctions  w,  c,  iv  d'un  nombre  quel- 
conque de  variables  indépendantes  sont  liées  par  la  relation 

o  =  o{u,  r,  w), 

quelles  que  soient  les  valeurs  de  ces  variables,  on  en  déduira, 
puisque  la  différentielle  du  premier  membre  est  évidemment  nulle, 

do    .  do    ,  do    . 

o  =  ~  du  -h  --^  di'  -h  -r-  dw, 
du  dv  dw 

quelles  que  soient  les  variables  indépendantes  et  quel  que  soit 
leur  nombre. 

36.  Dérivée  logarithmique.  —    Si    la  relation  o=:  o   peut  se 
mettre  sous  la  forme 

U,  V,  W,  T  étant  fonctions  des  variables  indépendantes  et  a  une 
constante,  on  pourra,  avant  de  différentier  les  deux  membres, 
égaler  leurs  logarithmes  népériens  et  différentier  ensuite,  ce  qui 
donne 

m  logU  -i-  n  log  V —  q  logW  —p  logT  -+-  loga, 
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puis 

dV  ri\  ciW  dT 

37.  Remarque.  —  Soit  z  =  o{u,  v),  u  et  v  étant  eux-mêmes 
des  fonctions  de  x  ei  y\  on  a  trouvé  pour  dz  (n®  35),  en  regar- 
dant ;r  et  jK  comme  les  variables  indépendantes, 

dz  —  -^du-h  ~-  dv. 
ou  ôv 

Or  c'est  précisément  le  résultat  qu'on  aurait  obtenu  de  suite 
en  cherchant  la  valeur  de  dz  dans  l'hjpothèse  où  les  variables 
indépendantes  seraient  u  et  i^. 

Par  suite,  la  différentielle  totale  de  z  garde  la  même  valeur 
quand  on  change  de  variables  indépendantes,  pourvu,  bien 
entendu,  que  les  valeurs  principales  des  accroissements  des  va- 
riables anciennes  et  nouvelles  soient  correspondantes,  c'est- 
à-dire  liées  par 

,  du  j  du  j  j  dif    .  dv    . 

du  =  -7—  " ^  H dVy         av  =  -—dx~h  -—  dy, 

dx  Oy   -^  '  ôx  ôy    -^ 

38.  Théorème.  —  Si  l^on  a  obtenu,  d'une  manière  quel- 
conque, [^expression  de  la  différentielle  totale  d^  une  fonction  r, 
de  deux  variables  indépendantes  x  et  y^  sous  la  forme 

dz  =  Pix.y)  dx  -h  (i(x,y)  dy, 
on  a  nécessairement 

ôx  ^       Oy 

En  effet,  d'après  l'expression  (y)  de  dz,  on  a 

dz  =  --^  dx  -^  -^  dy  =  Pdx  ■+-  Qdy. 
dx  dy    -^  ^   -^ 

Celle  égalité  doit  avoir  lieu  entre  les  deux  derniers  membres  pour 
tous  les  systèmes  de  valeurs  infiniment  petites  de  dx  et  dy;  car, 
diaprés  l'hypothèse,  x  et  y,  et  par  suite  leurs  accroissements, 
sont  indépendants  l'un  de  l'autre.  En  particulier,  faisant  dy  =  o 

et  divisant  par  dx^  il  reste  j^  =  P,  de  même  ^^  =  Q. 
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39.  Théorème.  —  Si  deux  fonctions  z  et  u  de  deux  {ou  plu- 
sieurs) mêmes  variables  indépendantes  ont  même  différen- 
tielle totale,  elles  ne  diffèrent  que  d^ une  constante. 

Car  la  relation 

dz  =  du 

ou 

dz    ,  ôz    ,         du   ,  du    , 

-r-  dx  -^   ç-  dy  —  ^-  dx  -\-  ~-  dy 
àx  ùy    -^        Or  ày    -^ 

entraîne 

ôz  _  ()u  ^^   _  ''^" 

ôx  ~~  d.f  Oy  ~~  ôy 

La  première  équation  exprime  que  la  dérivée  par  rapport  à  x 
de  la  fonction  ;; —  u  est  nulle;  cette  fonction  est  donc  une  con- 
stante par  rapport  à  ^;  de  même,  en  vertu  de  la  seconde  équation, 
c'est  une  constante  par  rapport  à  y\  c'est  donc  une  constante 
absolue.  c.  q.  f.  d. 

40.  Utilité  des  dififéreutielles  totales.  —  Supposons  qu'on  ail 
un  système  de  m  équations  entre  m  -\-  n  quantités^  qui  ne  sont 
d'ailleurs  liées  par  aucune  autre  relation;  par  exemple  m  =  3, 
/i=  2  : 

l   ^{^r,y,z,  t,  m)  =  o, 

(lo)  <  yS^^x^^y  t,  u)  =  Oy 

'  ^(^yj-y^^t,  U)  =  0. 

Gomme  il  y  a  cinq  quantités  et  trois  équations,  deux  de  ces 
quantités,  x  et  ^,  par  exemple,  pourront  être  regardées  comme 
variables  indépendantes;  les  trois  autres  seront  des  fonctions  de 
celles-là. 

Dérivons  nos  équations,  comme  on  a  toujours  le  droit  de  le 
faire, /?«/•  rapport  aux  variables  indépendantes  x  ety^  il  vient  : 

do        dm  dz        do   dt        d'o  du 
dx        dz  dx        dt   dx        du  dx  ' 

(  i  ï  )  'do        do  dz  __ 

dp^'didj''^ ' ~^' 


soit  en   tout^i^   équations    où   figurent  les   six   dérivées   par- 

.  ,,      dz     ôz     dt     dt     du    du 
tielles  T-9  -r-;  —9  -^i  ■—,  -r-  * 
dx    dy    dx    dy    dx    dy 
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Le  système  (ii)  peut  être  remplacé,  si  l'on  emploie  les  diffé- 
renlielles  totales,  par  un  système  équivalent  formé  de  trois  équa- 
tions seulement;  et,  en  outre,  avec  le  doitble  et  important 
avantage  qu'on  n'est  pas  obligé  de  choisir,  dès  le  début,  les 
variables  indépendantes,  ni  de  sUnquiéter  de  leur  nombre  » 

Diflerentions,  en  effet,  les  équations  (lo);  il  est  inutile,  pour 
cela,  de  fixer  les  variables  indépendantes,  puisque  le  résultat  de  la 
difTérentiation  garde  toujours  la  même  forme  (n®3S).  On  a  ainsi  : 

do   ,         d^   ,         drù   .         âo   ,        ÔQ   , 
dx  dy   -^        dz  ât  du 

(12)  {  -r^dx-^- =  0, 

'  ox 

-^dx->r =  0. 

ox 


Le  système  (12)  est  d'ailleurs  équivalent  au  système  (11)  : 
Supposons,  en  effet,  que  les  variables  indépendantes  soient  :r  et^ 
et  faisons  dy=.o  dans  la  première  équation  (12)  :  dz^  dt,  du 
sont  alors  les  valeurs  principales  des  accroissements  de  ^,  t^  u 
quand  x  augmente  de  dx^  y  restant  constant;  leurs  quotients 
par  dx  sont  donc  les  dérivées  de  3,  ^,  u  par  rapport  à  x.  L'équa- 
tion considérée  devient  ainsi,  après  division  par  dx^ 

dcp        do  dz        do   dt        d(f  du 

dx       dz  dx        dt   dx       du  dx  ~    ' 

c'est-à-dire  la  première  des  équations  (i  i).  De  même,  en  faisant, 
dans  la  première  équation  (12),  dx  =  o,  on  trouverait  la  seconde 
équation  (i  i),  et  ainsi  de  suite.  Le  système  (12)  contient  donc  le 
système  (11).  Il  est  clair,  inversement,  que  de  (11)  on  peut  dé- 
duire (12);  par  exemple  en  multipliant  la  première  équation  (i  i) 
par  dXj  la  seconde  par  dy^  et  ajoutant,  on  trouve  la  première 
relation  (12). 

D'ailleurs  le  système  (12)  est  généralement  plus  utile  que  le 
système  (11),  principalement  en  Géométrie,  en  Physique  et  en 
Mécanique  où  l'on  a  surtout  besoin  des  relations  qui  lient  les 
différentielles  (ou  les  accroissements)  des  quantités  variables  con- 
sidérées dans  un  problème. 

il .  Dififérentieile  seconde.  —  Comparons  les  différentielles  dz 
H.  3 
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et  dzi  d'une  fonction  z  =  f{x^y)y  pour  deux  systèmes  de  va- 
leurs a:,  y  etXi^yi  des  variables: 

Pour  que  la  comparaison  ait  un  sens,  il  faut  que  les  inGniment 
petits  dXi  et  dy^y  qui  sont  arbitraires,  soient  liés  à  dx  et  dy]  on 
fera  les  hypothèses 

dxi  =  dx,        dyi  =  dy. 

Il  vient  alors 

(i3)     dz,-dz  =  [f'j,{xuyx)-fx{^,y)]dx-^[f'y{xuyi)-fy{x,y)\dy. 

Faisons  tendre  X{  et  j^i  vers  x  et  jk»  en  posant 

a?j  =  a7H-3a:,       y\=y-\-^y, 

et  cherchons  la  valeur  principale  du  second  membre.  La  valeur 
principale  àe  f'^{x ^ ^ y ^)  —  f^~{x ,  y)  est  (n«33) 

celle  àef'y.{x^^  y\) — fy^^^y)  est  de  même 

^^/yx-^^yf^i 

il  vient  ainsi,  pour  la  valeur  principale  de  {dz^  —  dz)^  l'ex- 
pression 

/;,  dx  Ix  -h/xy {dx^y-h  dy  ùx ) -h/;',  dy  oy. 

On  supposera  maintenant  (hypothèses  non  indispensables)  que 
ox  =  dXf        Zy  =  dy, 

et  Ton  désignera  par  d^  z  {différentielle  seconde)  l'expression  pré- 
cédente, c'est-à-dire  la  valeur  principale  de  la  quantité  dz^  —  dz^ 
en  représentant  par  dz  la  différentielle  totale  qui  correspond  aux 
valeurs  x^  y^  et  aux  accroissements  dx^  dy^  des  variables,  et 
par  dzi  la  différentielle  qui  correspond  aux  valeurs  x-^-dXy 
y  +  dy^  et  aux  accroissements  dx^  dy^  des  variables.  Ainsi 

d^z  =  /;.  dx^  -H  2/;^.  dx  dy  -h/^",  dy^  ; 
ce  que  l'on  écrit  aussi,  suivant  les  notations  de  Jacobi, 

â^z  0^  z  d^z 

(i4)  d^z  =  --—dx^-h^- — --dxdy-^  T^dy^' 

^  ^'  âx*  àxOy         -^        ôy^    '' 
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On  voit  qu'on  obtient  l'expression  (i ^)  de  d- z  en  diiTérentiant 
le  second  membre  de  la  relation 

dz  =  -T-dx-^-  —-  dy^ 
dx  iiy 

et  en  traitant,  dans  ce  calcul,  les  facteurs  rfx,  dy  comme  des  con- 
stantes. 

En  effet,  d'après  le  n°  33, 


et  Ton  a  bien 


d\  —  1  =    dx  H ^  dy^ 

\0x j         ôx*  àxdy    '^ 

'^[ô^j^dyd-x'^''-^^^'^^^ 


C'est  ce  que  l'on  résume  en  disant  que  d-z  est  la  différentielle 
de  dz^  lorsque  l'on  suppose  les  accroissements  rfx,  dy  indépen- 
dants de  X  ely. 

D'après  la  définition ,  à  cause  des  hypothèses  dx^  =  dx^ 
dy^  =  dy^  d'^z  n'est  déterminé  que  si  l'on  fixe  les  variables  indé- 
pendantes dont  dépend  z;  on  devrait  donc  écrire  rf^^^,  pour 
préciser  (voir  plus  bas,  n°  43,  Remarque  i**). 

Remarque,  —  Les  différentielles  secondes  des  variables  indé- 
pendantes sont  nulles;  car,  si  ;:  =  ^,  on  a, 

d^z  à^z  â^z 

d'où,  par  (i4)?  d'^x  =  o. 

42.  Di£Férentielle  seconde  d'une  fonction  composée.  —  Soit 

-=/(W)^',  «0, 

une  fonction  des  quantités  w,  (^,  fv,  qui  soot  elles-mêmes  fonctions 
des  variables  indépendantes  x^  y.  On  a  (n"  3o) 

dz  =  \  du  -h  B  dv  -h  C  dw, 

en  désigrnant  par  A,  B,  G  les  dérivées  ^>  ^>  t^» 

^  r  t      ^  du    dv     dw 
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On  peut  écrire 

On  a  ainsi  mis  dz  sous  la  forme  P  <f jc -I- Q  rf;^ ;  pour  oblenir 
dl,yZ^  il  faut,  d'après  la  règle  du  numéro  précédent,  différenlier  le 
second  membre,  en  traitant  dans  le  calcul  dx  et  dy  comme  des 
constantes.  Il  vient  ainsi 


-h.. 


\i)x^  OxOy         -^       ày^         1 

c'est-à-dire 

(i5)     dlyZ  =  d\  du  ■+-  A d^y u-hdBdv-hB d^yV  -hdCdw-h  Cd%yiv. 

En  d'autres  termes,  d'^z  s'obtient  en  difTérentiant  l'expression 
A  rftt  -h  B  rfi^  -h  C  rf5 ,  de  dz^  et  en  écrivant  d^tt^  rf^r,  rf'^tv  pour 
les  différentielles  de  rfw,  dç^  dw  :  c'est  la  même  règle  que  poul- 
ies fonctions  composées  d'une  seule  variable. 

Cette  règle  comprend,  comme  cas  particulier,  celle  du  n®  41 
pour  le  calcul  derf^^,  lorsque  5  est  une  fonction  donnée  de^et^r, 
et  d'après  laquelle  on  doit  différentier  dz  en  regardant  dx  et  dy 
comme  des  constantes,  c'est-à-dire  en  écrivant  o  au  lieu  de  d^x 
eld'^y  :  or  «i^j::  et  c/-jk  sont  effectivement  nuls  (Remarque  du  n"41). 

On  peut  donner  une  autre  forme  à  la  formule  (i5).  On  a 

A=t^.         B^J.  C=^. 

Ou  ov  Ow 

^A  =  — -  du  -h  -: — —  "ï^  H ^^^t 

du-  du  dv  du  div 


ce  qui  donne,  dans (i5) 


')-  3  c^'- z  â^z 

f/2  z  =^   —-  du^  -h  -  —  dv^  -h  -,— r  diV^ 
du-  dv^  div^ 

(i6)        /  -^  i- -, — r~dudv-^2- — -—dudw 

'         ^  du  dç  du  dw 

-r-  •->. dv  dw  -h  ■—  d'^  u  -h  -T-  d^v  -^-  -—  d^  w, 

dv  ow  du  dv  dw 
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formule  où  les  variables  indépendantes  ne  figurent  pas  explicite- 


ment. 


43.  Remarques.  —  i°  Lorsqu'aux  variables  indépendantes,  x 
eiy^  on  substitue  d'autres  variables,  u  et  r,  d^ z  change  de  valeur; 
car  si  l'on  part  de  l'équation 

,  àz  j         âz   , 

dz  =i  —-  du  -^  -r-  dv, 
du  ap 

et  si  l'on  diflerentîe  les  deux  membres  en  prenant  x  ely  comme 
variables  indépendantes,  il  vient  en  appliquant  la  règle  du  n°  42  : 

dUz  =  ^—  du^  -+-  2  ;r--p  du  dv-^  —-  dv^-  -h  3-  d^y  u -h  --  d^yV. 
•^  àu^  dudv  dv^  du    ^  dv       ^ 


On  peut  écrire 


diyZ      =     dl,Z     -f-      ~    diy    U-^-£    d^^yi 


et  Ton  voit  bien  que  d^y.z  et  df^^,z  ne  sont  pas  identiques. 

Mais  il  importe  de  remarquer  que  si  z  est  une  fonction  com- 
posée z=/(u^  r,  w),  la  différentielle  seconde,  d-z,  donnée 
par  (iti),  garde  la  même  forme  quelles  que  soient  les  variables 
indépendantes  :  cela  tient  à  ce  que  ces  variables  ne  figurent  pas 
explicitement  dans  le  second  membre  de  (16).  Il  en  résulte  ce 
grand  avantage  de  la  notation   différentielle   que    si  l'on  a  une 

équation 

^{u,v,w)=  o, 

entre  des  fonctions  w,  ^,  w  des  variables  indépendantes,  on  pourra 
écrire,  en  différenliant  deux  fois, 

ÔU'  ùv^  ôw^ 

{lù  bis)     i  H-  2  - — '-  du  dv  -i-  2  - — *—  du  dw 

\  ou ov  Ou ôw 

I  +  2  -v  —7—  dv  div  -t-  -—«-  d-  u  -h  —d^v  -{-  — -  a^  iv, 

\  oç  ôw  Ou  dv  dw 

quelles  que  soient  les  variables  indépendantes  et  quelque  soie 
leur  nombre.  Si,  dans  la  suite  des  calculs,  on  avait  avantage  à 
prendre  w,  par  exemple,  pour  une  des  variables  indépendantes, 
on  n'aurait  qu'à  faire  dans  la  formule  d-  u  =  o. 
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L*extension  des  formules  (i4)j  (i6)  et  (i6  bis)  à  un  nombre 
quelconque  de  fonctions  composantes,  z/,  i^,  w^  ou  de  variables 
indépendantes,  est  immédiate. 

2°  La  dérivée  seconde  partielle  -r— j  n*esl  pas  le  quotient  de  la 
différentielle  seconde,  d'^z,  par  le  carré  de  dx;  la  formule 

dx^  ôxOy  -^        Oy*    ^ 

le  montre  immédiatement.  Même  observation  pour  ^ — --,  — ^>  et 

^  dx  ôy     dy* 

de  là  encore  l'utilité,  pour  éviter  toute  confusion,  d'employer  la 
lettre  d  dans  les  dérivées  partielles. 

H.  Différentielles  d'ordre  supérieur.  —  En  raisonnant  sur  la 
différentielle  seconde  d^z^  comme  on  l'a  fait  sur  dz,  on  définit  la 
différentielle  troisième  d^z  d'une  fonction  -c,  de  deux  variables 
indépendantes  a:  et  ^  :  celle-ci  s'obtient  en  différentiant  l'ex- 
pression de  d'^z  et  en  traitant,  dans  ce  calcul,  dx  et  dy  comme 
des  constantes.  Ainsi,  de  la  relation 

d^z=z  —  dx^  -h  2  3 — —  dx  dy  -f-  -—-  dy*. 
âx^  âxdy  -^        ày*    '^   * 

on  déduit 


Or 


d^  z  •  »  » 

en  désignant  par  — -  la  dérivée  troisième  de  z  par  rapport  à  Xy 

par  x-rr-  '*  dérivée  troisième  prise  deux  fois  par  rapport  à  j:  et 

une  fois  par  rapport  à  y,  .... 
On  en  déduit 

d^z  =  ^4\  dœ*+  3  /^  dx^dy  +  3 -^f -  dxdy^+p^  dy\ 
dx^  dx-  oy  *^  dx  dy^         ^        dy^    "^ 

On  aurait  de  même  rf*5,  et  ainsi  de  suite. 

La  loi  de  formation  est  évidente;  les  coefficients  sont  ceux  du 


CHAPITRE   I.   —  GËNÉRALITËS;    DIFFÉRENTIELLES.  3g 

bÎQome,  de  sorte  qu'en  général 

d^z  =  - —  dx"  -+-  n  r --—  aa:«  -*  dy 

Ox'^  dx^-^ôy  ^ 

n(n  — r)       d^z        ,       ... 
-h  — dx"-^dy^-h 

Pour  établir  cette  formule,  vérifiée  pour  n  =  i  et  /i  =  2,  mon- 
trons que  si  elle  est  vraie  pour  une  valeur  /i,  elle  est  vraie 
pour  72  4-1.  A  cet  effet,  différentions  (17)  en  traitant,  dans  Je 
calcul,  selon  la  règle,  dx  et  dy  comme  des  constantes;. il  vient 

—--dx-^- dy\dx^-\-,.., 

âx"-^^  dx"  oy    '^  / 

On  voit  que  le  coefficient  du  terme  en  ,^1  j^^-.  dxf^^dy^^P 
est  la  somme  de  deux  coefficients  consécutifs  du  second  membre 
de  (17),  à  savoir  ceux  des  termes  en  - — ^,  .   .   .,  ,  et 


OxP-^^  dy'^-P  -  *         dxi'  ôy'^-P 
coefficients  qui,  dans  la  notation  des  combinaisons,  se  représentent 
par  C^^*  et  GJ.  Or  on  a  {Cours  de  Mathématiques  spéciales) 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Il  est  clair  que   pour  les  variables   indépendantes,   en   vertu 
de  (17),  d^x  =  d^y  1=  rf*a:  =  . .  .=  d'^x  =  d^y  ^=^  o. 

On  écrit  souvent  la  formule  (17)  sous  la  forme  d'une  puissance 

symbolique 

idz  j         àz    ,\^ 

en  convenant  de  développer  le  second  membre  suivant  la  formule 
du  binôme  et  de  remplacer  les  expressions 

\àx]    \dy)       P^"*     dx'^ày^^ 

De  même,  s'il  y  a  plus  de  deux  variables  indépendantes,  d'^z 
sera  donnée  par  la  formule  symbolique 

45.  Différentielles  successives  d'une  fonction  composée.  —  Les 
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différenlielies  successives  d^une  fonction  composée  z=±/(u^v) 
s'obtiennent  (n'^42)  en  difTérentiant  une,  deux,  trois,  . .  .  fois  la 
relation 

dz  =  -r^du-{-  -^  dv. 
du  dv 

et  en  écrivant  d^u^  d^u^  .  • .,  pour  les  différentielles  successives 
de  du^  d^u^  ...  La  démonstration  est  la  même  que  celle  donnée 
au  n**  42  pour  d'^z. 

On  obtiendra  ainsi  l'expression  de  d'^z  en  fonction  de 

du^     dv,     d^Uf     d'^Vy     ...,     d^' u,    d^v, 

toutes  ces  différentielles  correspondant,  bien  entendu,  au  même 
choix  des  variables  indépendantes. 

46.  Différentielles  successives  d'un  produit.  —  En  particulier, 
soit  la  fonction  composée 

z  =  uv, 
on  a 

dz=:  udv    H-  P  du, 

d^z  =  ud^v  -h  9.dudv  -^  V  d^  a, 
et  en  général 

d"z  z=  ud'^v-i-  ndud'^-^v-{-  — ^  ~  '^  d^ud''-^v -h. . ., 

1.2 

les  coefficients  étant  ceux  du  binôme.  On  établit  cette  formule 
par  la  méthode  du  n^  4i;  elle  est  due  à  Leibniz. 

47.  Théorème.  —  Si  l'on  a  obtenu  d'aune  manière  quel- 
conque l'expression  de  la  différentielle  seconde  d^une  fonc- 
tion z,  de  deux  variables  indépendantes  x  et  y^  sous  la  forme 

d^z  =  A  dx^  -^ihdxdjr  -^-C  dy^, 
on  a  nécessairement 

A  =  -— T  1  li  = -r-  >  ti  =    -  — -  • 

dx^  dx  dy  dy^ 

Car  les  deux  expressions  de  d* z  \ 

à-z    ,  „  d'-z     ,      ,  à^z  ^   , 

T—  dx^  -\-  1  - — r-  dx  dy  -i-  ^— j  dy^ 
dx*  dxdy  -^        dy^    -^ 
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4l 


et 


Xdx*-^^Bdxdy-h  Cdf^, 


doivent  être  égales  quels  que  soient  x,  y^  dx  et  dy. 

L'exlension  à  rf'3,  rf*-3,  .  . . ,  et  à  un  nombre  quelconque  de 
variables  indépendantes,  est  immédiate. 

48.  Dans  le  cas  particulier  d'une  fonction  z,  de  deux  variables 
indépendantes  x  et  y  y  on  fait  souvent  usage  des  notations  sui- 
vantes,  qu'il  est  utile  de  connaître.  On  pose 


dx 


dz 


â^z  _  dp 
dx^  ~"  âx 


dxdy  ~  dy  ^  ôx  ~~    ' 


ày^       dy 


On  a  ainsi 

dz  =^  p  dx  -H  q  dy, 
d*z  =  r  dx^ -h  2S  dx  dy  -^  t  dy^. 

L'équation  z  z=f(^x^y)  représente  une  surface;  en  un  point  de 
cette  surface  {x^y^  z),  on  sait  que  le  plan  langent  a  pour  équation 

Z--5=/;,(X-x)+/;(Y-^), 
ou,  avec  les  notations  ci-dessus, 

Z-z=p{\^x)-i-qiY-y), 

Bemarque,  —  Soit  M(^,y,5)  un  point  de  la  surface 

désignons  par  T  {fig>  5)  le  point  du  plan  tangent  en  M  qui  a  pour 

Fig.  5. 


jr,5/ 


coordonnées  x-^dx,  y-tdy;  le  z  de  ce  point   sera,    d'après 
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l'équation  du  plan  tangent, 

D'où 

Ç  —  «  =  TP  =zpdx-^q  dy, 

c'est-à-dire  dz. 

Donc  la  difTérentielIe  dz  est  rigoureusement  égale  à  l'accroisse- 
ment de  l'ordonnée  z^  quand  on  passe  du  point  M{x^y)  sur  la 
surface  au  point  voisin  T{x -\- dx^y -{- dy)  sur  le  plan  tangent 
en  M  (axes  rectangulaires  ou  obliques). 

On  en  déduirait,  comme  dans  le  cas  des  fondions  d'une  seule 
variable,  une  définition  ou  interprétation  géométrique  de  la  diffé- 
rentielle seconde  d^z. 


DÉTERMINANTS  FONCTIONNELS. 


49.  Définition;  première  propriété.  —  Soient  n  fonctions  de 
n  variables  indépendantes,  /i  =  3  par  exemple  : 

On  nomme  déterminant  fonctionnel  oajacobien  de  ces  fonc- 
tions le  déterminant  de  leurs  dérivées  partielles 

du  du  du 

àx  Oy  Oz 

dv  d\?  dv 

dx  dy  Oz 

dw  dw  dw 

dx  dy  dz 

et  ou  le  désigne  souvent  par  la  notation  \^"'  ^'  ^\'  Cette  notation 

est  justifiée  par  ce  fait  que  le  jacobien  joue,  dans  la  théorie  des 
fonctions  de  plusieurs  variables,  un  rôle  analogue  à  celui  de  la 
dérivée  dans  celle  des  fonctions  d'une  variable. 

La  première  propriété  du  jacobien  est  la  généralisation  de  la 
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formule  qui  donne  la  dérivée  d'une  fonction  de  fonction 


43 


du 


du  dx 
dx  ~d^' 


u  étant  fonction  de  x  et  x  fonction  de  ^.  Pour  le  jacobien,  on  a  la 
formule  analogue 


<i9) 


d{u^  p,  w)  _  d{Ui  V,  w)  d(Xj  y^  z) 


en  supposant  que  w,  i^,  w  soient  des  fonctions  de  a:,  y^  z  et 
que  x^  y,  z  soient  eux-mêmes  des  fonctions  de  trois  autres 
variables  indépendantes  |,  r^,  2^. 

Cette  formule,  en  effet,  n'est  autre,  par  définition,  que  celle-ci 


{20) 


du      du 

du 

du      du      du 

dx     dx     dx 

^      (^ 

à^ 

dx     0y      dz 

di     dTi     dÇ 

OC, 

_ 

dv      ds?       dv 
dx     dy      dz 

X 

dy     dy     dy 
aj      dri      di: 

dw     dw 

dw 

dw     dw     dw 

dz     dz     dz 

d^      (h) 

^ 

dx     dy      dz 

d^      ÔTi     dli 

Or  on  a,  d'après  la  théorie  des  dérivées, 


du 

du 

dx 

du 

dy 

du  dz 

àC 

~  dx 

"? 

^57 

ai 

'^diâi 

Si  l'on 


.    j  .  1111  du     du     dv  dw 

et  des  expressions  semblables  pour  —,  —,  —,  •♦•,  — • 

porte  ces  valeurs  dans  le  premier  des  trois  déterminants  (20),  on 
obtient  un  déterminant,  qui,  en  vertu  d'une  règle  connue,  est 
le  produit  du  second  et  du  troisième  déterminants  (20)  :  la  for- 
mule (19)  est  donc  vérifiée. 


50.  Corollaire.  —  Si  m,  p,  sv  sont  des  fonctions  dex,  j^,  z,  on 
peut  inversement  considérer  x^y^  z  comme  fonctions  de  «,  t^,  (v, 
c'est-à-dire  que,  pour  les  variables  Ç,  y),  Ç  du  numéro  précédent, 
on  peut  prendre  «,  i',  w.  Faisons  donc,  dans  la  formule  (20),  Ç  =  w, 
Tj=:  i^,  Ç  =  «>  :  le  premier  membre  se  réduit  au  déterminant 


1  o  o 
o  I  o 
o     o     I 
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et  il  reste 

à(u,v,  w)  d(x,v,z)  _  ^ ^ 
à(^,r,^j  d(u,i\w) 

c'est-à-dire  que  le  jacobien  de  u,  v^  w  par  rapport  à  x,  ^',  z  est 
l'inverse  du  jacobien  de  x^y^  z.  par  rapport  à  u,  v^  iv. 

SI.  Seconde  propriété.  —  La  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  n  fonctions  de  n  variables  indépendantes  soient 
liées  par  une  relation  est  que  leur  jacobien,  par  rapport  à  ces 
variables^  soit  nul. 

Soient  par  exemple  les  trois  fonctions  de  trois  variables  : 

je  dis  que  la  condition  énoncée  - — ^— ^ —  :=  o  est  nécessaire  et 
suffisante. 

1^  En  effet,  si  </,  (^,  w  sont  liées  par  une  relation 

o{u,v,  w)=o, 

oit  ne  figure,  bien  entendu,  explicitement  aucune  des  variables 
^-i  Xt  -3,  on  en  déduit,  en  dérivant  successivement  par  rapport  aux 
trois  variables  indépendantes  x^y^  z  : 


(21) 


c'est-à-dire  trois  équations  linéaires  et  homoerènes  en  -r^*  -t^»  ~-\ 
*■  ^  du    dv    dw 

comme  la  fonction  o  contient,  par  hypothèse,  une  au  moins  des 

quantités  u.  r,  tv,  les  trois  dérivées  partielles  — ^,  -^>  --^  ne  sont 
*  '  ^  du    dv    dw 

pas  nulles  simultanément,   ce  qui  exige  que  le  déterminant  de 

leurs  coefficients,  dans  le  système  (iii),  soit  identiquement  nul. 

Ce  déterminant  étant  précisément  le  jacobien    /^'  ^'  ^     *  la  condi- 

J  o(x,y,z) 

tion  énoncée  est  nécessaire. 

2°  Elle  est  suffisante  :  car,  dire  que  le  déterminant  jacobien 


do  du        do   dv        do   dw 
du  dx        Ijv  dx    '    dw  dx 

=  o 

d(f  du        do  dv         do   dw 
du  dy        dv  dy        dw   dy 

=  o 

do  du        do  dv         do   dw 
du  dz         dv  dz         dw   dz 

=  0 
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esl  nul,  c'est  dire  qu'on  peiil  déterminer  trois  fonctions  of,  p,  y 
de  Xyy^  5,  non  nulles  simultanément  et  vérifiant  les  relations 


du 

-f- 

*^  àx 

-f- 

dw 

=  o, 

du 
du 

-+- 

H- 

dw 

'dy 

dw 

=  o, 

dz 


P 


dz 


dz 


Multiplions  la  première  de  ces  relations  par  dx,  la  seconde 
par  dy-y  la  troisième  par  dz^  et  ajoutons  membre  à  membre;  il 
vient 

(  22 )  a  ûf M  -f-  P  rfi^  -+-  Y  dw  =  o, 

et  je  dis  que  cette  équation  (2a)  établit  que  w,  p,  vv  ne  sont  pas 
indépendants  l'un  de  l'autre,  c'est-à-dire  sont  liés  par  une  relation. 
En  effet,  si  u^  p,  w  étaient  indépendants,  on  pourrait  les  prendre 
comme  variables  indépendantes  à  la  place  de  x^  y,  z,  de  sorte 
que  leurs  différentielles  totales  (ou  accroissements)  rfw,  <ii^,  div 
seraient  absolument  arbitraires;  rfw,  rfi^,  dw  seraient  donc  indé- 
pendants entre  eux  et  indépendants  aussi  des  valeurs  de  x^y^  z, 
lij  Vj  (V,  c'est-à-dire  qu'aucune  équation  telle  que  (22)  ne  pourrait 
avoir  lieu.  L'existence  d'une  telle  équation  entraine  donc  la  con- 
séquence que  Uj  r,  w  sont  liés  par  une  relation  cp(w,  r,  w)  =  o. 

c.  Q.  F.  n. 

Exemple.  —  Les  fonctions  de  deux  variables  indépendantes 
u  =  xy,        V  —  logic  -h  logj^ 
sont  liées  par  une  relation,  car  leur  jacobien  est  nul  : 


du     du 

dx     dy 

y     X 

I   I 

dv      dv 

dx     dy 

X     '^ 

On  a  effectivement  v-—  logw,  comme  on  le  voyait  a  priori. 

52.  On  démontre  d'une  manière  absolument  pareille  le  théo- 
rème plus  général  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  n  fonctions, 
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W|,  «2?  • . .,  «/ï,  de  n-\-p  variables  indépendantes  Xt,  Xz,  .  -  -, 
^/i+p,  soient  liées  par  une  relation  est  que  tous  les  déterminartts 
d'ordre  n  formés  avec  n  colonnes  quelconques  du  tableau 

1 '         "5 '        •  •  •  >        -; 9 

dxi        àXi  àxn^p 


• .  • ,       . . . . ,     . . . . ,      . .  . . . 


soient  identiquement  nuls. 
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53.  Formule  de  Taylor.  —  On  aura  besoin,  pour  certains  dé- 
veloppements d'infiniment  petits,  de  la  formule  de  Taylor,  établie 
dans  le  cours  de  Mathématiques  spéciales,  et  qu'on  va  rappeler 
ici. 

Soit  f{x)  une  fonction  d'une  variable  réelle  x^  qui  soit  con- 
tinue et  déterminée,  ainsi  que  ses  {n — i)  premières  dérivées, 
entre  j:  =  a  et  x  =  6;  supposons  de  plus  que,  dans  le  même  in- 
tervalle, la  dérivée  d'ordre  n  existe  et  soit  déterminée;  on  aura, 
si  X  et  ^  4-  A  sont  compris  entre  a  et  6, 

/(ar4-/i)=/(^)-hA/H^)  +  ...H-^-^^^/«--'(a7)  +  R,,, 

le  reste  R/i  ayant  pour  expression 

p  désignant  un  entier  positif  qu'on  peut  choisir  arbitrairement, 
et  9  un  nombre  compris  entre  o  et  i  qui  dépend  de  /?,  de  x  et 
de  A,  et  dont  la  valeur  exacte  est  inconnue. 

En  faisant  p  =  n  el  p  =  \y  on  obtient  les  formes  du  reste  dues 
à  Lagrange  et  à  Cauchy 

Si  dans  la  formule  de  Taylor  on  fait  x=^o  et  si  l'on  écrit 
ensuite  ;r  à  la  place  de  A,  on  a  la  formule  de  Mac  taurin  : 


/(-^)=/(o)-i-^/'(o)-4-...-i--— -y/«-i(o)-+-R«; 


•y»;/  — I 

(/t  — I)! 


(i 0)"-/> 

R«=  — - — x^^/»(dx). 
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oi.  Élément  d'arc.  —  C'est  un  infinimenl  petit  dont  le  rôle 
est  considérable  en  Géométrie. 

Définissons  d'abord  la  longueur  d'un  arc  de  courbe  plane  AB. 
Marquons  sur  l'arc,  en  allant  de  A  vers  B(Jig.  6),  des  points  suc- 

Fig.  6. 


cessifs  A,ai,a2,a3,  .  .  .,B  et  considérons  le  périmètre  du  poly- 
gone Aa,rt2«3--.B;  nous  établirons  plus  tard  (Calcul  inté- 
gral) que  ce  périmètre  tend  vers  une  limite  quand  le  nombre  des 
points  de  division  augmente  indéfiniment,  de  manière  que  tous 
les  côtés  du  polygone  tendent  vers  zéro;  celte  limite,  indépen- 
dante du  mode  de  division,  se  nomme  la  longueur  de  Varc  AB. 
Admettons  provisoirement  ce  résultat;  soit  5  la  longueur  d'un 
arc  AM,   cherchons   sa   différentielle    ds^    c'est-à-dire   la  valeur 


Fig.  7. 

y 

Ji^ 

/ 

1 

< 

> 

a 

z            jc-^djc 

Xi 

principale  de  Vêlement  d'arc  MM',  M'  étant  infiniment  voisin 
deM(/^.  7). 

Je  dis  que  cette  valeur  principale  est  la  même  que  celle  de  la 
corde  MM'. 

Menons,  en  effet,  les  tangentes  en  M  et  M'  à  l'arc  (//^.  8);  le 

FiîT.  8. 


périmètre  de  tout  polygone  inscrit  dans  l'arc  convexe  MM'  est 
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inférieur  au  périmètre  de  la  ligne  enveloppante  MT  -|-TM'  qui  a 
mêmes  extrémilés,  et  supérieur  à  la  corde  MM'.  En  passant  à  la 
limite,  on  a 

corde  MM'  <  arc  M  M  <  MT  -t-  TM'; 

ou,  en  abaissant  TQ  perpendiculaire  sur  la  corde  et  désignant 
par  Y  et  y  les  angles  des  tangentes  et  de  la  corde, 

corde  MM'  <  arc  MM'  <  -^  -\-  ^,  • 
cos^       cosY 

Or  Y  et  y'  ont  pour  limites  zéro  quand  M'  tend  vers  M,  car  la 
tangente  est  la  limite  de  la  corde;  la  valeur  principale  du  dernier 
membre  est  donc  MQ  +  M'Q,  c'est-à-dire  la  corde  MM'.  Il  en 
résulte  que  arcMM',  compris  enlre  deux  quantités  dont  la  valeur 
principale  est  cordeMM'  a  lui-même  pour  valeur  principale 
corde  MM'.  c.  q.  f.  d. 

Corollaire.  —  On  a  démontré,  en  même  temps,  qu'un  arc 
infiniment  petit  MM'  a  même  valeur  principale  que  la  somme  des 
tangentes  extrêmes  MT  -+-  M' T. 

55.  Expressions  diverses  de  rélément  d'arc.  —  Soient  ûc^y  les 
coordonnées  de  M  ;  x  -h-  dx  ety  +  A/  celles  de  M'.  On  a,  en  coor- 
données cartésiennes  rectangulaires  {Jlg*  7), 

MM'  =^x*-+-Â7  ; 

donc,  puisque  la  valeur  principale  de  \y    est  dy^^ 


(1)  ds^  =  dx^-\-dy'^\         ds  =  \J dx^ -\- dy'^ , 

On  écrit  aussi,  en  mettant  Tinfiniment  petit  dx  en  évidence, 

(a)  rfj  =  û^a7i/n-  (-^j   =  dx)/i-\-y'^, 

y  désignant  la  dérivée  de  l'ordonnée  y  de  la  courbe  considérée 
par  rapport  à  l'abscisse  x, 

56.    Remarque.  —  Soit  9'  {Jig-  9)  l'angle  que  forme  la  corde  MM' 
dirigée  de  M  vers  M' avec  Ox,  dirigé  de  O  vers  x]  on  a,  sur  la 

fioriire, 

^  MP  =  MM'cosO',        M'P  =  MM' sine'. 

H.  4 
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En  passant  à  la  limite,  la  valeur  principale  de  MM'  est  ds; 

Fig.  9- 

m: 


celles  de  MP  etM'P  sont  dx  et  dy;  celle  de  6'  est  Tangle  6  de  la 
tangente  avec  O^;  donc  on  a  : 

dx  =  dscos^,        dy  =  dss'm^j 
formules  souvent  utiles. 

57.  En  coordonnées  polaires,  les  formules  de  transformation 
sont 

X  =z  p  COSO), 

y  =  psino), 


d'où 


dx  =  dp  cosu)  —  p  sino)  <fa>, 
dj^  =  û?p  sino)  -+-  p  COSO)  du>. 


On  en  conclut,  en  portant  dans  (i), 
(  3  )        ds^=  dx^  -h  dy^  =  dp-  -h  p'  diù^        ou         ds  =  diù  /p*  -i-  p'* . 

p'  désignant  la  dérivée,  —■  y  de  p  par  rapport  à  w. 

Celte  formule  peut  s'établir  directement. 

Menons,  en  effet,  les  rajons  vecteurs  des  deux  points  voisins  M 

Fig.  10. 


et  M'  {Jig^  ïo);  abaissons  MP  normal  à  OM'.  On  a 


MM'   =iyiP  -f-PM' 
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Prenons  w  pour  variable  indépendante,  l'angle  MOM'  est  dtù; 

soient 

OM=p,        OAr=p-hAp. 

Il  vient,  avec  ces  notations, 

MP  =  p  sîn(rfa)),         PM'  =  OM'—  OP  =  p-f-  Ap  —  p  cos(dta). 

Comme  Ap  est  du  même  ordre  que  rfw  (n®  20),  la  valeur  prin- 
cipale de  PM',  c'est-à-dire  de  p -i- Ap  —  p(i  —  ^rfco^-f-...)  est 
celle  de  Ap  ou  dp;  la  valeur  principale  de  MP,  ou  p  sinc/ct),  est  p  rfo), 
et  par  suite, 

valeur  principale  MM'  =  p*<ico*-f-  dp^.       c.  q.  f.  d. 

58.  Courbure  d'un  élément  d'arc  plan.  —  Soit  MM'  un  arc  de 
courbe  plane  infiniment  petit,  de  longueur  ds;  désignons  par  e 
V angle  de  contingence  de  cet  arc,  c'est-à-dire  l'angle  infiniment 
petit  que  forment  les  tangentes  à  ses  deux  extrémités  {fig-  ii). 

Fig.  II. 


On  appelle  courbure  de  l'élément  MM'  la  limite  du  rapport^, 

lorsque,  le  point  M  restant  fixe,  la  longueur  ds  tend  vers  zéro. 
Cette  limite  se  nomme  aussi  courbure  de  la  courbe  considérée 
au  point  M. 

59.  Courbure  d'une  circonférence^  —  Pour  un  arc  de  cercle  MM', 
de  rayon  R  et  de  centre  O  {fig*  12),  l'angle  de  contingence  est 

Fig.  12. 


évidemment  égal  à  l'angle  au  centre  MOM  ;  comme  on  a  rigou- 
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reusement 

arc  MM' =  Rs, 

on  voit  que  la  courbure,  ^-^77»  est  constante  et  égale  à  Tin- 

^  '  arc  MM  ° 

verse  du  rayon. 

60.  Courbure  d'une  courbe  quelconque.  —  Soit  A*  la  courbure 
en  un  point  a:,y  d'une  courbe  plane  représentée,  en  coordonnées 
rectangulaires,  par  jr=f(x);  par  définition, 

k  =  lim  -7-  • 
ds 

Or  e  est  l'angle  de  la  tangente  en  M(œ^y)^  de  coefficient  angu- 
laire/'(:r),  avec  la  tangente  en  M^(x  -{-  dx^y  -i-  ^y),  de  coeffi- 
cient angulaire /'(:r  +  dx)  ;  on  a  donc 

__  f'{x-^dx)-f{x)  ^  f'^dxr{x)-^\dx^r(x)-^...^r 

^  ^         i^/'{x)/'(x-i-dx)  i-hf\x)f\x^dx) 

et,  en  remplaçant  chaque  terme  par  sa  valeur  principale, 

valeur  principale  de  e  = ~n-^ — -r  • 

D'ailleurs  on  a  vu  que 

ds  =  dx  /i  H-/'*(^), 


il  en  résulte 


On  écrit  aussi 


^'  [,+/',(^;]f 


(4)  k=—^^^, 

y^y^  étant  les  dérivées  de  l'ordonnée  jk  de  la  courbe  considérée, 
par  rapport  à  l'abscisse  x. 

61 .  Cercle  de  courbure.  —  On  nomme  cercle  de  courbure  en 
un  point  M  d'une  courbe  plane  le  cercle  tangent  en  M  à  la  courbe 
et  qui  a  même  courbure  que  celle-ci  au  point  M.  On  suppose  de 
plus  qu'en  M  la  convexité  du  cercle  est  tournée  dans  le  même 
sens  que  celle  de  la  courbe. 

D'après  ce  qu'on  a  dit  sur  la  courbure  d'une  circonférence,  le 
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rayon  R  du  cercle  de  courbure  est  t  ;  c'esl-à-dire  que 

(5)  n=±  =  il±^. 

La  quantité  R  se  nomme  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe 
au  point  M. 

Le  centre  du  cercle  est  dit  centre  de  courbure  de  la  courbe 
en  M;  il  jouit  d'une  importante  propriété  géométrique. 


La  normale  à  la  courbe  en  M  et  la  normale  en  un  point  M',  infi- 
niment voisin,  se  coupent  {fig^  1 3)  en  un  point  O'  et  font  entre 
elles  un  angle  évidemment  égal  à  l'angle  de  contingence  s  de 
l'arc  MM';  le  triangle  MO' M'  donne 

sinM'  ~'  siii£ 
d'où,  en  passant  à  la  limite  et  observant  que  la  limite  de  l'angle  M' 
est  évidemment  -*  et  par  suite  que  celle  de  sinM'  est  Tunité, 

lira  O'M  =  —  =  R. 

£ 

En  d'autres  termes,  la  position  limite  du  point  O',  où  la  nor- 
male en  M'  coupe  la  normale  en  M,  est  le  centre  de  courbure  de 
la  courbe  en  M,  car  le  centre  de  courbure  est  sur  la  normale  en  M, 
à  une  distance  R  de  M  et  du  même  côté  de  M  que  le  point  O'. 
Sous  une  autre  forme  : 

Le  centre  de  courbure  en  M  est  le  point  où  la  normale  en  M 
touche  la  courbe  enveloppe  des  normales. 
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L'enveloppe  des  normales  à  une  courbe  |)Iane  se  nomme  la 
développée  de  celle-ci;  inversement,  la  première  courbe  est  une 
développante  de  la  seconde. 

62.  Rayon  de  courbure  en  coordonnées  polaires.  —  Soient  V 
et  a  {fig>  i4)  les  angles  de  la  tangente  en  un  point  d'une  courbe 

Fig.  14. 


o 

avec  le  rayon  vecteur  et  avec  l'axe  polaire.  On  a 

a  =  V-+-  w, 
et  Ton  sait,  si  p  =/(oj)  est  l'équation  polaire  de  la  courbe,  que 

tangV=  ■^. 

L'angle  de  contingence  est  évidemment  Aa;   Télément   d'arc 
étant  (n«  57) 

ds  =  e/a)/p*-f-  p'*, 

on  a,  pour  le  rayon  de  courbure, 

R  —  ~  —  ^^>/p*H-p'' 
~~  doL  ~      dui  -+-  d\' 
Or 


V  =  arc  tang  ^,,         dV  =  " du>  =  ^ ^f-  dtv, 


p  ,_x.Pi  P*-^P' 


-  p'. 

d'où 


p*-Hap'*-pp' 

63.  Remarque.  —   Par  définition,  la  courbure  et  le  rayon  de 
courbure  sont  des  quantités  essentiellement  positives;   dans  la 
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formule 


(5) 


R  = 


(i+y*)* 
~7~~' 


on  devra  donc  prendre  devant  le  radical  le  signe  convenable  pour 
que  R  soit  positif. 

C'est  pourquoi  on  écrit  souvent,  en  mettant  le  signe  ±  en 
évidence, 


R  =  ± 


(I -+-./*)• 


On  peut  toutefois  donner  un  signe  au  rayon  de  courbure  en 

1 
faisant  la  convention  de  prendre  (i-f-y'^)^  positivement  dans  la 

formule  (5)  :  le  signe  de  R  est  alors  celui  de^".  Orj^'>-o  (/î^.  i5) 


^ 


indique,  comme  on  sait,  que  la  courbe  tourne  sa  concavité  en  M 
vers  les  y  positifs;  en  ce  cas,  le  centre  de  courbure  O  est  au- 
dessus  delà  tangente,  et  R  (qui  est  >>  o)  doit  être  porté  sur  la  nor- 

Fig.  i6. 


0  (a,p) 


maie  en  M  du  côté  des  j^  positifs.  Si,  auconlraire,^ <;o(yî^.  16), 
R  (qui  est  <  o)  doit  être  porté  du  côté  des  y  négatifs. 
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En  d'autres  termes,  avec  la  convention  admise,  les  rajons  de 
courbure  positifs  sont  portes  sur  la  normale  à  partir  du  pied,  dans 
le  sens  des  y  positifs;  les  rayons  négatifs  le  sont  dans  le  sens 
des^  négatifs. 

64.  Distance  d'un  point  d'une  courbe  à  la  tangente  voisine.  — 
Soit  Xy  y  un  point  M  d'une  courbe-,  la  tangente  en  M  a  pour 
équation 

(6)  Y— j'— /(X  — ar)=o. 

La  distance  à  cette  tangente  du  point  M'(.rH-c/jr,^H-A)'),  infi- 
niment voisin  de  M  sur  la  courbe,  est 

Ay  — y  dx 


/i  -\-y^ 

Or 

A/  =  y{x  -\-  dx) — y{x)=y  dx  -h  -  y"  dx^-^  -  y""  dx^-h, . ., 

ce  qui  donne  pour  valeur  principale,  8,  de  la  distance  considérée 

.       I     ,     dx^ 


s/T^y^ 

Cette  valeur  est  du  second  ordre,  comme  on  devait  s'y 
attendre  (n**  25);  on  peut  transformer  la  formule  en  introduisant 
l'arc  MM-  =  ds  et  le  rayon  de  courbure  R  en  M  : 

3 
ds^-=dx^{l^y^\  R  =  1_J^. 

On  a,  en  tirant  y  et  dx^  de  ces  deux  relations  et  portant  dans  S, 

(7)  °=;.-R' 

formule  très  souvent  appliquée. 

65.  Coordonnées  du  centre  de  courbure.  —  Le  centre  de  cour- 
bure (a,  P)  en  M  est  sur  la  normale  en  M,  à  une  distance  R  du 
pied  de  celle-ci;  on  a  donc 


(8) 


-y       -^*         v^i-i-y*  y 


CHAPITRE  II.   —  PREMIERS  EXEMPLES  GÉOMÉTRIQUES   d'iNFINIMENT   PETITS.      5y 

Pour  déterminer  le  signe  à  choisir,  remarquons  que  le  cenlre 
de  courbure  esl,  par  rapport  à  la  tangente,  du  côté  des  y  positifs 
si  ^>  o;  du  côté  des  y  négatifs  si^'<;  o;  ce  qui  revient  à  dire 
que  P  — y  aie  signe  de  y  (voir  les  deux  figures  précédentes).  Il 
en  résulte  que  l'on  doit  prendre  le  signe  +,  ce  qui  donne 

(9)  a  =  ^>_y_^,         p=^_^_^. 

On  peut  encore  trouver  ces  formules  en  cherchant  le  point  où 
la  normale  en  M, 

touche  son  enveloppe;  ce  point  est  donné  (Cours  de  Mathé- 
matiques spéciales)  par  l'équation  de  la  normale  jointe  à  cette 
équation  dérivée  par  rapport  au  paramètre  (qui  est  x)  : 

d'où  l'on  tire,  pour  les  coordonnées  X,  Y  du  point  cherché,  les 
expressions  (9). 

66.  Remarque.  —  Dans  les  formules  qui  précèdent  entrent 
j^  et  y;  si  la  courbe  considérée  est  donnée  sous  la  forme 
'f(j:,^)=o,  non  résolue  par  rapport  à  y,  il  est  aisé  de  calculer 
y  ^iy"'  On  a  en  effet,  en  dérivant  Téquation  <p  =  o  par  rapport 

à    Xy 

d'où  j^';  dérivons  une  seconde  fois 

d'où^;  une  nouvelle  dérivation  donnerait jk^'»  •  »  ■  • 
Soit  par  exemple  l'ellipse 

6»x*-+-a>j2—  a*  62=  o. 
On  a 

b^x-r-  a'^yy  =  o, 
c'est-à-dire 
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Une  nouvelle  dérivation  donne 

»_       6*    y  —  xy   _^       b*  a^y^-^b^x*  ^  — 6* 

Par  suite,  on  a,  pour  le  rayon  de  courbure,  R,  au  point  x^  y 

R=±: 


8  1 


67.  Autre  expression  du  rayon  de  courbure.  —  Si  la  courbe, 
au  lieu  d'être  donnée  sous  la  forme ^  =/(^),  est  donnée  sous  la 
forme  paramétrique 

^  =  T(0,       7  =  4^(0, 

t  étant  un  paramètre  variable,  il  est  aisé  d'obtenir  l'expression  du 
rayon  de  courbure  R,  en  fonction  des  dérivées  de  ©  et  de  <J^  par 
rapport  à  t. 

On  a  en  effet 

dy  =^y{x^dx\ 

différentions  en  regardant  t  comme  la  variable  îndépendanle 

d}y  =  j'{a;)  dx'^-^-  y\x)d\x^ 
d'où 

Remplaçons  jk'(^)  par  —^  et  portons  dans  l'expression  de  R  ces 
valeurs  de;K"(^)  etj)/(^),  il  vient  : 


-1  .  .  .     i 


__  [i-4-yv3^)]«  _    (é/.rM-_flrr»)« 


y"  {x)  dxd^y  —  dyd^x 

les  différentielles  étant  prises  dans  l'hypotkèse  où  la  variable  indé- 
pendante est  t.  On  peutécrire,  en  divisant  les  deux  termes  parrf/', 

^^[f!^±y±}_     ou      [?^'(o-4-f«(or' 

68.  Arc  de  développée.  —  Soient  M  et  M'  deux  points  voisins 
sur  une  courbe  plane,  O  et  O'  les  points  où  les  normales  en  M  et  M' 
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touchent  la  développée,  T  leur  point  de  rencontre;  cherchons  la 
valeur  principale  de  l'élément  d'arc  de  développée  00'  (^fig-  17). 

Fig.  17. 


Cette  valeur  est  la  même  (n®  54,  corollaire)  que  celle  de  la 
somme  TO'-f-TO,  c'est-à-dire  (M'O'— M'T)  +  (MT  —  MO); 
si  donc  on  désigne  par  R  et  R  -f-  AR  les  rayons  de  courbure  en  M 
et  M',  on  a 

(10)    ValearprincipaleOO'=M'0-MOH-MT— M'T  =  AR-i-MT— M'T. 

Je  dis  que  MT  —  M'T  est  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur 
à  AR,  c'est-à-dire  à  rfR;  ou,  puisque  R  est  fonction  de  l'arc 
5  =  Mo  M  de  la  courbe  proposée,  d'ordre  supérieur  à  ds 
ou  MM'  (n*  20).  On  a  en  effet,  dans  le  triangle  MTM', 

MT         M'T        MiM' 


sinM'        sinM        sine' 

d'où 

mt-m't  =  mmY'"'°'^''-^'"''^'' 


.  ,                            sinM' — sinM  •    f    • 

et  tout  revient  à  prouver  que ; est  un  intiniment  petit. 

Or 


sinM'— sinM       sin(M -He)— sinM 


sin M  -H  e  cos M sin  M  h- . . .  —  sin  M       cos M sin  iM  -+-... 

'i. __  7. 
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et  celle  expression  est  bien  un  infiniment  petit,  puisque,  la  limite 

de  l'ande  M  étant  -,  celle  de  cosM  est  zéro. 

Par  suite,  la  valeur  principale  (lo)  de  00'  est  celle  de  AR, 
c'est-à-dire  rfR,  et  Ton  a,  en  désignant  par  <t  l'arc  de  développée, 

(II)  d:T  =  dR. 

On  en  conclut  (n«  21) 

(T  =  R  4-  const., 

c'est-à-dire  que  l'arc  fini  de  développée  OqO  {/Ig-  i8),  d'origine 

Fig.  i8. 


fixe  Oo,  est  égal,  à  une  constante  près,  au  rajon  de  courbure  MO. 
On  détermine  la  constante  en  supposant  que  M  coïncide  avec  le 
point  Mo  de  la  courbe,  pour  lequel  le  centre  de  courbure  est  O©; 
alors  <T  =  o,  et  la  constante  est  par  suite  —  Ro,  R©  étant  le  rayon 
de  courbure  MqOo.  Donc 

arcOoO  =  MO  —  MoOo  =  R  —  Ro, 

ce  qui  s'énonce  ainsi  : 

Un  arc  de  développée  est  égal  à  la  différence  des  rayons 
de  courbure  de  la  développante  qui  correspondent  à  ses  extré- 
mités (*). 


(')  Il  résulte  de  celte  propriété  que  si  un  fil  inextensible,  d'abord  tendu  sui- 
vant OM,  est  enroulé  ensuite  sur  la  développée  00^  de  manière  à  rester  toujours 
tendu  et  tangent  à  la  développée  au  point  où  il  s'en  détache,  le  point  M  de  ce  fîl 
décrira  la  développante  MM^.  C'est  là  Toriginc  des  termes  de  développées  et  de 
développantes. 
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69.  Rayons  de  courbure  des  développées  successives.  —  Soit  0 
Tangle  que  forme  la  tangente  en  un  point  x^  y  d'une  courbe 
y  =y(a:)  avec  Taxe  des  x;  on  a 

tangO  =  j^'         ou         0  =  arc  tangj''. 

Le  rayon  de  courbure  R  au  même  point  et  l'angle  0  sont  fonc- 
tions de  la  seule  variable  indépendante  x\  ils  sont  donc  fonction 
rim  de  Taulre,  de  sorte  que 

R=  o(0). 
On  obtiendrait  cette  relation  en  éliminant  :r  entre  les  équations 

Cela  posé,  soient  M  et  M'  {fig^  19)  deux  points  voisins  sur  la 

Fig.  19. 


M 


(c) 


(d^) 


courbe  considérée  (c)  ;  O  et  O'  les  centres  de  courbure  en  M  et  M', 
centres  qui  sont  sur  la  développée  (rf);  0|  et  O'^  les  centres  de 
courbure  de  (rf)  en  O  et  O',  centres  qui  sont  sur  la  développée  (rf«) 
de  (rf);  et  ainsi  de  suite.  On  peut  donner  des  rayons  de  courbure 
successifs  de  (rf),  ( rfi  ),  ...  aux  points  O,  O, ,  ...  une  expression 
remarquable. 

Soit  d'abord  R'  le  rayon  de  courbure  00<  de  (rf)  au  point  O; 
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R'=lim 


arc  00' 


car  Tangle  0T|0'  est  évidemment  égal   à   l'angle  de    conlin- 

Fig.  20. 


gence  e  de  Tare  MM'.  D'ailleurs,  d'après  le  numéro  précédent, 
arcOO'=  dRy  et  évidemment  (Jlg-  20)  e  =  rfO. 
On  a  donc 


R': 


dù 


=  ?'(0). 


On  aura  de   même  pour  le   rayon  de   courbure  R'^^O^O^, 
de  (d)  au  point  0|, 


^R'       dW 

R  =-7-  =-:7h-=?(0)> 


t/6 


et  ainsi  de  suite.  Donc  : 


Soit  R  =  cp(8)  la  relation  qui  lie  le  rayon  de  courbure  R,  en 
unpointM  d*une  courbe  plane,  à  Vangle  0  que  fait  la  tangente 
en  ce  point  avec  Vaxe  des  x\  soient  O  le  centre  de  courbure 
e/i  M  ;  0<  celui  de  la  développée  enO\0^  celui  de  la  développée 
en  Oi,  et  ainsi  de  suite.  On  a 

OOi=R'=©'(0),        OiOî=  R''  =  ç'(0), 

70.  CoroUaire  I.  —  On  déduit  de  là  l'expression  de  R',  R",  . . . 
en  fonction  des  coordonnées  a?,  y  du  point  M,  et  des  dérivées 
successives j^', y",  ...  en  ce  point.  En  effet 


R'  = 


dK 

d^' 


R  = 
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d'où 

.1. 

D'ailleurs 

6  =  arc  tang^', 
d'où 

rfO  =  -^,  dx, 


ce  qui  donne 

I  r  __ 


3 


On  calculerait  de  même  R"==  —j-,r>  et  ainsi  de  suite;  îl  est  clair 

aO  ' 

que  dans  l'expression  de  chaque  rajon  nouveau  s'introduit  une 

nouvelle  dérivée  de  y^   qui,  la  première  fois  qu'elle  apparaît, 

figure  linéairement,  c'est-à-dire  au  premier  degré. 

71.  Corollaire  II.  —  Soient  j^=y(a:)  et  j^  =  Y(a;)  les  équa- 
tions de  deux  courbes  ayant  un  point  commun  Mq,  d'abscisse  x^] 

on  a 

y{xQ)=\(xQ). 

Si  les  deux  courbes  ont  même  tangente  en  Mq,  il  est  clair  que 

y(^o)  =  Y'(xo). 

Si  l'on  veut  encore 'qu'elles  aient  même  centre  de  courbure  O, 
il  faut  et  il  suffit  que  les  rayons  de  courbure  soient  égaux  et  de 
même  signe,  ce  qui  équivaut  à 

car  y^  figure  au  premier  degré  dans  l'expression  du  rayon  de 
courbure. 

Si  l'on  veut  de  plus  que  les  deux  développées  aient  même 
centre  de  courbure  0|  en  O,  c'est-à-dire  même  R',  il  faut  et  il 
suffit  en  outre  que 

/"(^o)=Y"'(:ro), 
car  j^"  figure  au  premier  degré  dans  R';  et  ainsi  de  suite. 

72.  Tangente  à  l'extrémité  d'une  courbe  diamétrale.  —  SoitMT 
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la  tangente  à  une  courbe  en  un  point  M  {fig-  21);  menons  une 
sécante  HK  parallèle  à  MT  et  voisine  de  MT,  coupant  la  courbe 
en  H  et  K,  voisins  de  M;  M'  étant  le  milieu  de  HK,  on  demande 

Fig.  21. 


la  limite  du  coejjîcient  angulaire  de  la  droite  MM'.  C'est  évi- 
demment le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  M  sm  diamètre 
des  cordes  parallèles  à  MT. 

Soient  x  ely(x)  les  coordonnées  de  M-,  x -}- h  et  ^  +  A*  les 
abscisses  de  H  et  K.  L'ordonnée  de  M'  sera  la  demi-somme  des 
ordonnées  jk(^ -h /O  et  y(a: -h  A),  et  le  coefficient  angulaire  jjl 
de  MM'  sera 

OU,  en  développant  r(j;-f- A),  j^'-(:r -h  A")  parla  formule  de  Taylor, 

)  ^  -  /n-  A- 

(i3)    < 

D'ailleurs  les  infiniment  petits  h  el  k  sont  liés  par  une  relation 
que  l'on  obtient  en  écrivant  que  HK  est  parallèle  à  MT,  c'est- 
à-dire 

y(x-^h)-y(x-^k)  _,f. 

ou,  en  développant 

(^_/,)y(^)-Hl(A2-A-.)v^(^)4--;rA3-/-3)y^>(^)_^... 
û^f, =  J'  (^)- 

Divisons  par  h  —  /r  au  premier  membre,  il  vient  : 

(14)        y+^(AH-A-)y(:r)-4-i(/i5+MH-A-2)/-(.r)-t-...=y. 
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Prenons  A*  pour  infiniment  petit  principal,  et  exprimons  d'abord 
/*  -i- A*,  qui  figure  dans  (i3),  en  fonction  de  A.  L'équation  (i4) 
s'écrit 

les  termes  non  écrits  étant  d'ordre  trois  au  moins  en  k  et  h  -i-  A*. 
La  valeur  principale  du  premier  membre  est 

car  les  termes  en  A*  (A-t-A)  et  (/i  +  AV-  sont  d'ordre  supérieur 
au  terme  en  (h  -f-  A")  ;  on  a  donc 

Valeur  principale  -(h-^  k)y''{^)  =  ~"  ^  A*y"(ar), 

c'est-à-dire 

Valeur  principale  h  -^  k  —    -  .^  k^  —,]    -  * 

3       y^x) 

et  par  suite 

Valeur  principale  h  —       k. 

Portons  ces  valeurs  dans  (i3\  il  vient 

car  les    termes   suivants   dans   jx  renferment  évidemment   k  en' 
facteur;  donc  finalement 

y^  y^'^y"  ^tsint  les  dérivées  de^  au  point  M.  Cette  valeur  est  dif- 
férente de  y'  (sauf  aux  points  d'inflexion  pour  lesquels  y  =^  o), 
c'est-à-dire  que  la  tangente  au  diamètre  et  la  tangente  à  la  courbe 
proposée  en  M  sont  distinctes. 

73.  CoPoUaire.  —  Reprenons  la  tangente  MT  et  la  corde  paral- 
lèle infiniment  voisine  HK  {Jig*  22);  je  dis  que  l'arc  HM  a  même 
valeur    principale   que   la    demi-corde   HM\   £n   effet,   dans   le 
H.  5 
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triangle  HMM'  : 

corde  HM  _  sinMM'H 
HM'       ""sinM'MH* 

Le  rapport  des  deux  sinus  tend  vers  l'unité,  car  l'angle  M  M' H 
a  pour  limite  l'angle  non  nul  de  la  tangente  MT  avec  la  tangente 

Fig.    22. 


a  la  courbe  diamétrale  en  M,  et  l'angle  M'MH  a  pour  limite  Tangle 
supplémentaire. 

Remarque.  —  Dans  le  raisonnement  précédent,  on  n'a  pas 
tenu  compte  explicitement  de  l'hypothèse  que  M'  est  le  milieu 
de  HK;  on  s'est  appuyé  uniquement  sur  ce  que  les  deux  sinus  du 
second  rapport  ne  tendent  pas  vers  zéro,  c'est-à-dire  sur  ce  que  la 
tangente  à  la  proposée  et  la  tangente  à  la  courbe  diamétrale  en  M 
font  un  angle  non  nul. 

Il  semble  qu'on  puisse  recommencer  le  même  raisonnement 
en  supposant,  par  exemple,  que  M'  soit  au  quart  de  la  corde  HK 
a  partir  de  H,  et  l'on  démontrerait  ainsi  que  l'arc  HM  et  le  quart 
de  la  corde  HK  ont  même  valeur;  résultat  en  contradiction  avec  le 
précédent.  L'erreur  du  second  raisonnement  provient  de  ce  que 
la  direction  limite  de  MM'  coïncide  alors  avec  MT(*),  de  sorte 


('  )  Il  est  aisé  de  s'en  rendre  compte.  Si  M'  divise  HK  dans  le  rapport  —,  on  a, 

V 

pour  les  coordonnées  de  ce  point, 

--l—[q{^X'\'h)-\-p{x+k]    et    --^[qy{x-¥h)-hpy{x~\-k)], 

d*oCi|  pour  le  coefficient  angulaire  ^'  de  MM', 

,  _  qy{x-hh)'^py{x-^kS  —  (p  -^  ç)  y(x) 
^  ~~  q{x~i-  li)-t-p{x~v  k)—(^-\-q)x 

^   y{x){qh~\-pk]-^-\y''{x)[qh^-^pk*]  -+-... 
qh  -r-  pk 

D'ailleurs  h  tt  k  sont  toujours  liés  par  la  relation  (i4),  qui  a  donné  pour  h  la 
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que  les  deux  sinus  qui  interviennent  dans  le  corollaire  ont  pour 
limite  zéro,  et  rien  ne  prouve  que  leur  rapport  tende  vers  l'unité. 

T4.  Application  du  Corollaire.  —  Soit  à  évaluer  le  rayon  de 
courbure  en  un  point  M  d'une  ellipse  {^fig*  aS).  Prenons  H  infini- 


ment voisin  de  M  sur  la  courbe  et  menons  la  corde  HK,  parallèle 
à  la  tangente  en  M.  On  a,  pour  le  rayon  de  courbure  R  cherché, 
en  vertu  de  la  formule  du  n®  64, 

R  =  Iim 5—, 

o  désignant  la  distance  de  H  à  la  tangente  en  M,  c'est-à-dire  la 
distance  de  M  à  la  corde  HK. 

Menons  le  diamètre  OM,  qui  passe  par  le  milieu  M'  de  HK; 

on  a 

8  =  MM'sin6, 

6  étant  l'angle  du  diamètre  OM  avec  son  conjugué  OQ.  D'ailleurs, 

d'après  le  Corollaire  précédent,  on  peut  remplacer  HM  par  HM', 

et  il  vient 

-,      ,.     I  hSF'     1 
'2    MM'   sidO 


valeur  principale  — /:.  Il  vient  alors,  en  supposant  -^  ^  i,  c*cst-à-dire  en  supposant 
que  M'  n'est  pas  le  milieu  de  HK, 

ce  qui  montre  que  limii'  =  ^',  puisque  p  —q^^'  c.  q.  p.  d. 
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D'après  une  propriété  fondamenlale  de  l'ellipse,  si  N  est   la 

ï 

H  M' 

seconde  exlrémilé  du  diamètre  OM,  la  quantité  -...,      -,,-,  est  la 

'       ^  MM  X  M  N 

même  pour  tous  les  points  H  de  Tellipse;  elle  est  donc  égale,  en 
particulier,  à  -7^*  b'  et  a  désignant  les  dcmi-diamèlres  conjugués 
OP  et  OM.  Par  suite, 

R  =  lim  i  M'N  -^^  =  -  ia'  -/.%• 

En  vertu  d'un  des  théorèmes  d'Apollonius  a'6'sin6  est  égal 
à  a6,  en  désignant  par  a  et  par  b  les  axes  de  Tellipse;  on  a  donc 

ab 
formule  où  b'  est  le  demi-diamètre  parallèle  à  la  tangente  en  M. 


G  éom  étrie  in  fin  itésini  a  le . 

75.  11  est  souvent  utile  et  facile  de  raisonner  géométrique- 
ment sur  les  infiniment  petits  sans  faire  appel  à  Tapparcil  des 
formules  analytiques;  nous  allons  donner  quelques  exemples  de 
questions  traitées  par  cette  méthode  qu'il  importe  de  savoir 
manier. 

76.  Triangle  formé  par  une  corde  et  les  tangentes  aux  extré- 
mités.  —  M  et  M'  étant  infiniment  voisins  sur  une  courbe,  MT 

Fig.  24. 


et  M'T  {fig>  24)  les  tangentes  en  ces  points,  on  demande  les 
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valeurs  principales  des  côtés  et  des  angles  du  triangle  MTM', 
l'inriniment  petit  principal  étant  l'arc  MM'=  ds. 
On  a  d  abord  : 

Valeur  principale  corde  MM'=  ds^ 

Angle  PTM'r=  angle  de  contingence  e  =  —> 

R  étant  le  rayon  de  courbure  en  M. 


Abaissons  M'P  normal  à  MT;  on  sait  (n®  64)  que 

Valeur  princi 
Or  le  triangle  PTM'  donne 


ï  ds'^ 
Valeur  principale  M'P  =  ^ — ^  • 


Sine 

et,  en  remplaçant  M'P  par  sa  valeur  principale,  sine  par  sa  valeur 

1  ds 

principale  e  =  -^  >  on  a 

Valeur  principale  TM'=  -  ds. 

Comme  MT  +  TM'  a  pour  valeur  principale  ds  (n°  54,  Corol- 
laire), on  a  aussi 

Valeur  principale  MT  =  -  ds. 

Les  angles  y  et  y'  en  M  et  M'  se  calculent  aiséjnent.  On  a 

M'P  =  MM'sinY, 
d'où 

^  ,  ...  M'P       i   ds^        t 

Valeur  principale  ï  =  ]jj^  =  -  ^^-^  =  -• 

Comme  -^  -{-^'=z^  on  di aussi 

Valeur  principale  y' =  -  -,r  =  -• 

77.  Application.  —  On  considère  le  triangle  ABC  {fig-  ^5), 
formé  par  trois  tangentes  en  trois  points  infiniment  voisins 
M,  M",  M'  pris  sur  une  courbe;  on  demande  la  position  limite 
du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle. 

A  la  limite,  tous  les  points  A,  B,  C,  AF,  M'  sont  confondus  en  M; 
le  cercle  cherché  passe  donc  par  M.  Le  centre  du  cercle  circon- 
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scrit  à  ABC  est  sur  la  perpendiculaire  au  milieu  de  AB,  droite 
qui,  à  la  limite,  devient  la  normale  en  M  :  le  cercle  cherché  a 
donc  son  centre  sur  la  normale  en  M,   et  dès  lors   touche  la 


courbe  en  M.  Il  suffit  maintenant,  pour  le  déterminer  complète- 
ment, de  calculer  son  rayon,  car  il  a  évidemment  sa  concavité 
en  M  tournée  dans  le  même  sens  que  celle  de  la  courbe. 

Or  si  R'  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  ABC,  on  a,  par 
une  formule  connue, 


•2R'  = 


AG 
sinb 


D'ailleurs  la  valeur  principale  de  AC,  c'est-à-dire  AM^'-h  IVFC, 
est,  d*après  ce  qui  précède, 


(arcMM')-H  i(arcM»M')=  i-(arcMM'); 


la  valeur  principale   de  sinB  est  e,  angle   de    contingence  de 
l'arc  MM' (=rf5).  Donc 

limaR'= =  -  R, 

a    e        2     ' 

c'est-à-dire  que  le  rayon  du  cercle  cherché  est  le  quart  de  celui 
du  cercle  de  courbure  en  M. 

78.   Triangle  formé  par  trois  points  infiniment  voisins.    — 

Fig.  26. 


Soient  M,  N,  P  {fig.  26),  trois  points  infiniment  voisins  sur  une 
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courbe,  et  qui,  à  la  limite,  se  confondent  en  M;  on  demande  la 

valeur  principale  de  la  somme  des  angles  M  et  N  du  triangle  MPN  ; 
le  point  P  est  entre  M  et  N. 

Abaissons  MT  et  NS  normales  à  la  tangente  en  P;  on  a 

^  -H  N  -=  fPM  -f  ^. 
Or  le  triangle  rectangle  TPM  donne 

(I)  sinlPM=:j^. 

La  valeur  principale  de  MT  est  (n®  64)  ^ — -,  Ri  étant  le 

rayon  de  courbure  en  P,  dont  la  valeur  principale  est  R,  rayon 
de  courbure  en  M;  la  valeur  principale  de  MP  est  (arcMP); 
réquation  (i)  donne  donc 

xr  1           •     •     1    rfl^*       arcMP 
Valeur  principale  TPM  = 5 — • 

De  même  on  aura 

,,  ,            •     .     ,    ^C^,       arcNP 
Valeur  principale  SPN  =  rr — > 

d'où 

(1)      Valeur  principale  V M  ^- IVJ=  --^^(arcMP -f- arcNP)  = —^-r/j, 

ds 
ds  désignant  l'arc  total   MN.  On   peut  observer  que  -0  est  la 

moitié  de  l'angle  de  contingence,  £,  de  cet  arc. 

La  formule  (2)  est  intéressante;  elle  montre  que  la  valeur  prin- 
cipale de  (M-tN)  qui  paraissait,  a  priori,  devoir  dépendre  de 
deux  infiniment  petits,  arcMP  et  arcMN,  ne  dépend  que  de  ce 
dernier. 

79.  Applications.  —  i^  Cercle  oscillateur.  —  Considérons  le 
cercle  qui  passe  par  les  trois  points  M,  N,  P;  je  dis  qu'à  la  limite 
il  se  confond  avec  le  cercle  de  courbure  en  M.  En  effet,  p  étant  le 
rayon  du  cercle  considéré,  on  a 

corde  MN  corde  MN 

2p: 


sinMPN 


iCM-f-rs) 
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La  limite  de  p  est  donc 

,.  I  ds  \    ds 

limp  =  ~ 


valeur  principale  ^M  -t-  NJ 


Cette  relation  établit  le  théorème,  car  le  cercle  de  rayon  p  esl 
évidemment,  à  la  limite,  tangent  à  la  courbe  en  M,  les  deux  cour- 
bures étant  de  même  sens;  et,  puisque  limp  =  R,  il  vient  se  con- 
fondre avec  le  cercle  de  courbure.  De  là  le  nom  de  cercle  oscula- 
teur  donné  à  ce  dernier  cercle. 

2"  Courbes  passant  par  trois  points  consécutifs  d^une  courbe 
fixe.  —  Soit  une  courbe  déterminée  par  un.  certain  nombre  de 
conditions,  parmi  lesquelles  figurent  celles  de  passer  par  les  trois 
points  M,  N,  P;  je  dis  qu'à  la  limite,  elle  a  même  cercle  de  cour- 
bure en  M  que  la  proposée.  En  effet,  le  cercle  qui  passe  par  les  trois 
points  M,  N,  P  est,  à  la  limite,  osculateur  à  Tune  et  à  l'autre  courbe. 

3**  //yperboles  équilatères  ayant  même  cercle  osculateur  en 
un  point,  —  Considérons  les  hyperboles  équilatères  qui  ont, 
en  M,  même  cercle  osculateur  que  la  courbe  proposée;  on  peut 
les  regarder,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  comme  limites  des  hy- 
perboles équilatères  passant  par  M,  N,  P;  le  lieu  des  centres  de 
celles-ci,  d'après  un  théorème  connu,  est  le  cercle  des  neuf  points 
du  triangle  MNP,  cercle  dont  le  rayon  est  moitié  de  celui  du 
cercle  circonscrit  au  même  triangle. 

Il  est  clair,  d'ailleurs,  que  le  cercle  des  neuf  points  {Jig>  27), 

Fig.  37. 


c'est-à-dire   le    cercle   qui   passe    par  les   milieux   des  côtés  du 
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triangle  MNP,  est,  à  la  limite,  tangent  à  la  proposée  en  M,  sa 
concavité  en  ce  point  ayant  le  sens  opposé  à  celle  de  la  courbe. 
Comme,  à  la  limite,  le  cercle  circonscrit  au  triangle  devient  le 
cercle  osculateur,  on  voit  que  : 

Le  lieu  des  centres  des  hyperboles  équilalères  ayant  même 
cercle  osculateur  en  un  point  M  est  un  cercle,  tangent  exté- 
rieurement en  M  au  cercle  osculateur  et  ayant  pour  diamètre 
le  rayon  de  celui-ci, 

80.  Variation  de  longueur  d'un  segment  de  droite.  —  Soient  AB 
et  A'B'  {Jîg.  28)  deux  positions  voisines  d'un  segment  rectilignc 

Fig.  28. 


de  longueur  variable;  on  demande  d'exprimer  la  variation  infini- 
ment petite  de  la  longueur  /  en  fonction  des  déplacements  des 
extrémités. 

Projetons  A'  et  B'  sur  AB  en  a  et  P;  on  a,  pour  l'accroissement 
de  longueur  A/, 

A/  -=  A'B-  AB  =  A'B—  (  Aa  H-  a?  —  B?). 
D'ailleurs,  e  étant  l'angle  de  A'B'  et  de  AB, 

a3  =  A'B'coss  =  A'bYi  ---+-. . .  V 

Aa  =  AA'cos(AA',  AB)  -=•—  AA'cos( AA',  BA), 
B3  =  BB'cos(BB',  AB). 

On  a  ainsi 

A/  =  AA'cos(AA',  BA)  -+-  BB'cos(BB',  AB)  -f- A'bY-  -+-. .  .V 

Je  dis  que,  dans  le  calcul  de  la  valeur  principale  de  A/,  on  peut 
négliger  les  termes  en  e^  devant  les  termes  en  AA'  et  BB',  c'est- 
à-dire  que  e^  est  d'ordre  infinitésimal  supérieur  à  AA'  et  BB'. 

Soit,  en  effet,  O  {fig*  29)  le  point  de  rencontre  de  AB  et  A'B'; 
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le  triangle  OBB'  donne 


BB'         OB 


d'où 


sine       sinB' 


Valeur  principale  BB'  =  e 


OB 


'sin(BB',AB)' 

d'ailleurs  à  la  limite  O  est  le  point  où  AB  touche  son  enveloppe. 

Fig.  29. 


Cela  monlre  que  BB'  (et  de  même  AA.')  est  de  Tordre  de  e.  Par 
suite,  e2  est  négligeable  devant  AA'et  BB',  et  Ton  a,  pour  la  valeur 
principale  dl,  de  A/, 

(3)  dl  =  AA'cos(AA',  BA)  -h  BB'cos(BB',  AB). 

C'est  la  formule  cherchée;  Tangle  (AA',  BA)  {fig,  3o  ou  3i), 

Fig.  3o. 


puisqu'on  est  passé  à  la  limite,  est  l'angle  que  forme  la  langente 

Fig.  3i. 


en  A  au  lieu  du  point  A,  dirigée  de  A  vers  A',  avec  le  segment  BA, 
dirigé  de  B  vers  A;  et  l'angle  (BB',  AB)se  définit  de  même. 

81 .  Remarque.  —  La  formule  (3)  s'étend  au  déplacement  d'un 
segment  dans  l'espace;  la  même  démonstration  s'applique  sans 
modification.  Pour  établir,  toutefois,  que  AA'  et  BB'   ne   sont 
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pas  d'ordre  supérieur  à  £,  on  mènera  par  AB  un  plan  parallèle 
à  A'B'  et  l'on  projettera  A'B'  sur  ce  plan  en  a'é'  (Jig-  32). 

L'angle  e  est  aussi  l'angle  de  AB  et  de  a' 6';  Bb'  et  Aa'  sont  de 

Fig.  32. 


l'ordre  de  e,  comme  on  l'a  vu  plus  haut;  donc  BB',  qui  est  au 
moins  égal  à  sa  projection  Bfr',  ne  peut  être  d'ordre  infinitésimal 
supérieur  à  e. 

82.  Applications.  —  i**  Courbes  et  surfaces  parallèles.  —  Si 
Ton  porte  sur  chaque  normale  AN  à  une  courbe  ou  surface  (G),  à 
partir  du  pied,  A,  une  longueur  constante  AB  =  /,  le  lieu  du 
point  B  est  dit  courbe  ou  sur/ace  parallèle  à  la  première. 

Deux  courbes  ou  sur/aces  parallèles  ont  les  mêmes  nor- 
maies,  c'est-à-dire  que  la  normale  en  B  au  lieu  du  point  B  est  la 
droite  AN  {fig>  33).  Appliquons,  en  effet,  la  formule  de  varia- 


tion de  longueur  au  segment  AB  :  /  étant  constant,  dl=o;   la 

droite  AB  étant  normale  au  lieu  de  A,  cos(AA',  BA)  =  o  ;  il  reste, 

dans(3)y 

cos(BB',AB)  =  o, 

c'est-à-dire  que  la  droite  AB  est  normale  en  B  à  la  direction  de 
tous  les  déplacements  BB',  du  point  B;  elle  est  donc  normale  au 
lieu  de  ce  point.  c.  q.  f.  n. 

Réciproquement  y  toutes  les  courbes  ou  surfaces  qui  ont  mêmes 
normales  sont  parallèles;  car  si  AB  est  normale  en  A  et  B  aux 
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Heiix  de  A  et  de  B,  les  deux  cosinus  de  la  formule  (3)  sont  nuls, 
et  il  reste  rf/  =  o,  d'où  /=:const. 

Dans  le  plarij  les  courbes  parallèles  ont,  d'après  cela,  même 
développée  et  sont  les  développantes  de  leur  développée  com- 
mune :  une  courbe  plane  a  donc  une  infinité  simple  de  dévelop- 
pantes, toutes  parallèles  entre  elles. 

2"  Théorèmes  de  Chas  les  sur  les  arcs  de  conique.  — 
Soient  (E)  et  (E')  {Jig.  34)  deux  ellipses  homofocales  dont  la 


première  est  intérieure  à  la  seconde.  Par  un  point  M  de  (E),  je 
mène  les  deux  tangentes  MP  et  MQ  à  (E);  je  dis  que 

MP  -h  MQ  — arcPQ  =  const., 

lorsque  le  point  M  se  déplace  sur  (E'). 

Considérons,  en  effet,  un  point  M',  infiniment  voisin  de  M 
sur  (E'),  et  les  tangentes  MT',  M'Q';  appliquons  la  formule  (3) 
à  chacun  des  segments  MP  et  MQ,  il  vient 


(4) 


rf(MP)  =  PP'cos(PP',  MP)    -+-  MM'cos(MM',  PM), 

rf(MQ)=^QQ'cos(QQ',  MQ)-i-MM'cos(MM',QM). 


Or,  c'est  une  propriété  classique  des  ellipses  homofocales  que 
les  tangentes  MP  et  MQ  sont  également  inclinées  sur  la  tangente 
en  M  à  l'ellipse  (E'),  c'est-à-dire  que 

cos(MM',  PM)  =  — cos(MM',  QM); 

il  vient  alors,  en  ajoutant  les  relations  (4)  membre  à  membre, 
d{MP  -4-  MQ)  =  PP'cos(PP',  MP)  -h  QQ'cos(QQ',  MQ). 
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D'ailleurs,  les  droites  MP  el  MQ  étant  respectivement  tan- 
gentes aux  lieux  décrits  par  les  points  P  et  Q,  le  premier  cosinus 
du  second  membre  est  égal  à  —  i  et  le  second  à  4-  i  ;  il  reste  alors 

d(MP  -h  MQ)  =  QQ'—  PP'=  rf(arcPQ), 
d'où 

MP  -+-  MQ  -  -  arc  PQ  =  const.  c.  q.  f.  d. 

Remarque.  —  Si,  au  lieu  d'une  ellipse  (E' ;,  on  considère  une 

Fig.  35. 


hyperbole  (H)  {/ig»  35),  homofocale  à(E),  le  tliéorème  corres- 
pondant est  le  suivant  : 

MP  —  MQ  =  arcPR  —  arcQR  -4-  const., 

et  s'établit  de  la  même  manière.  La  constante  est  nulle,  comme 
on  le  voit,  en  supposant  que  M  coïncide  avec  R;  il  reste 

arcPR  —  arcQR  =  MP  —  MQ. 

83.  Caustiques.  —  On  nomme  caustique  par  réflexion  d'une 
courbe  plane  (C),  par  rapport  à  un  point  O  de  son  plan,  l'enve- 
loppe des  rayons  lumineux  issus  de  O,  après  leur  réflexion  sur  la 
courbe. 

Détermination  du  point  de  contact  d'un  rayon  et  de  la 
caustique.  —  Soit  OM  {fig»  36)  un  rayon  incident,  MP  ce  rayon 
réfléchi;  soient  de  même  OM'  et  M'P  un  rayon  infiniment  voisin 
et  son  réfléchi  :  il  s'agit  de  trouver  la  position  limite  du  point  P 
commun  à  MPetM'P;  cette  position  sera,  comme  on  sait,  le  point 
de  contact  de  MP  avec  la  caustique. 

Menons  les  normales  à  (C)  en  M  et  M';  elles  se  coupent  en  N, 
etleur angle  est  l'angle  de  contingence  e  de  l'arc  MM'.  Désignons 
par  o  et  f'  les  deux  angles  d'incidence,  égaux  aux  angles  de  ré- 
flexion. 


78  PREMIÈRE   PARTIE.   —  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 

Le  triangle  MM'P  donne 

MT     _  Mivr 

sinPMM'  ~  sinP' 


ou,  en  passant  à  la  limite, 

(5)  limMP  =  cos9  —  » 

étant  posé 

arc  MM' =  ds. 

Tout  revient  ainsi  à  évaluer  la  valeur  principale  de  Tangle  P.  On 

Fig.  36. 


a  évidemment,  par  des  considérations  de  Géométrie  élémentaire, 

P-+-0  =  !18, 

et  l'on  calcule  Tangle  O  dans  le  triangle  OMM'  : 

OM       _  MM' 
sinMM'O  ""  sinO' 
d'où,  à  la  limite, 

0  =  ^cosç, 
et  par  suite 

-n  Ck  ds  ds        ds 

R  désignant  le  rayon  de  courbure,  — >  de  la  courbe  (C)  en  M. 
Portant  cette  valeur  de  P  dans  (5),  on  trouve  finalement 

lim  MP  =  cos«p • 

^  2        cosqp 

R"~ô5r 

Cette  formule  peut  s'écrire  plus  élégamment.  En  effet,  si  l'on 
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pose 

elle  devient 


OM  =  p,    limMP  =  pi, 


1         I  7, 

pi        p        Rcoso 


formule  qui  résout  le  problème  puisqu'elle  donne  pi  {Jig'  87), 

Fig.  37. 


c'est-à-dire  le  point  limite  P,  quand  le  rayon  incident  (c'est-à-dire 
le  point  M)  est  donné.  On  en  déduit  aisément  une  construction 
géométrique  très  simple  du  point  P. 

84.  Corollaire  I.  —  Si  les  rayons  lumineux  incidents  sont  pa- 

Fig.  38. 


rallèles,  c'est-à-dire  si  O  est  à  l'infini,  -  est  nul,  et  il  reste 

'  P  ' 

I  ^  R 

—   =■5 ou        pi  =-008©, 

c'est-à-dire  que  le  point  P  est  la  projection,  sur  le  rayon  réfléchi, 
du  point  milieu  N'  du  rayon  de  courbure  MN  (Jlff.  38). 
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80.  Corollaire  II.  —  Centre  de  courbure  de  la  parabole.  — 
Si  la  courbe  (C)  est  une  parabole  et  si  les  rayons  incidents  sont 
parallèles  à  Taxe,  les  rayons  réfléchis  concourent  au  foyer,  qui 
est  le  point  P  de  chacun  d'eux.  Donc  : 

Dans  une  parabole,  le  milieu  N'  du  rayon  de  courbure  en 
un  point  quelconque,  M,  est  à  la  rencontre  de  la  normale  et 

Fig.  39. 


de  la  perpendiculaire  élevée  au  foyer  F  sur  le  rayon  vec- 
teur FM  {fig.  39). 

86.  Corollaire  III.  —  Centre  de  courbure  de  Vellipse,  —  Si 
les  rayons  incidents  parlent  du  foyer  F  d'une  ellipse,  les  rayons 
réfléchis  concourent  à  l'autre  foyer  F'  (/Z^.  4<>)-  0*^  ^  donc,  en 


appelant  p  et  p,   les  deux  rayons  vecteurs  d'un  point  M  de  l'el- 
lipse, R  le  rayon  de  courbure  en  M,  ç  l'angle  des  rayons  vecteurs 

et  de  la  normale  : 

t        I  -î 

p       pi        Rcoso 
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OU,  puisque  p  H-  p,  =  aa, 

Kcoso=  ^. 
a 

On  peut  encore  observer  que  le  produit  des  distances  des 
foyers  F  el  F'  à  la  tangente  en  M  est  Qp^  cos^y,  égal  d^ailleurs  à  b^, 
comme  on  sait;  donc 

cob*ç   a 

formule   qui  donne   une  conslruction    très  simple  du  centre  de 
courbure. 

On  peut  aussi  écrire 

87.  Ijong^eur  de  l'arc  de  caustique.  —  Cherchons  la  valeur 
principale  de  Téléinent  d'arc    PP'  (Ji g,  40  ^®  ^^  caustique;   il 


suffit  d'appliquer  aux  segments  MP  et  CM  la  formule  de  la  varia- 
lion  de  longueur  (3),  ce  qui  donne  : 

d(MP)  =  MM'cosdMM',  PM)  +  PP'cos(PP',  MPj. 
d(OM)  =  MM'cos(MM',  OM). 

Ajoutant  membre  à  membre,  et  remarquant  sur  la  figure  que 
cos(MM',  PM)  =  -  cos^,        cos(MM',  0M)=  cos^;,        cos(PF,  MP)=  i, 

on  trouve 

d{OM-^MP)  =  PP\ 
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SI  donc  0"  est  l'arc  PqP  {^fig-  4^)  de  caustique,  PP'  est  égal 
àrfa,  et  Ton  a  (n^  21) 

OMh-  MP  =  7h-  const. 

Fig.  42. 


La  constante  se  détermine  en  écrivant  que  t  est  nul  quand  M 
et  P  sont  en  M©  en  Po  ;  d'où  la  formule  très  simple 

arcPoP  =  (OM  -+-  MP)  -  (OMo-f-  MoPo)- 
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CHAPITRE  IIL 

CHANGEMENTS  DE  VARIABLES. 


88.  Énoncé  du  problème.  —  Soil  z  une  fonclion  de  n  variables 
indépendantes  x,  j',  ...;:;  =  f{x,y^  . .  .).  On  se  donne  n  -+-  i 
c|uanlîtés, //,  r,  ...,(v,  fonctions  de  x,  j^*,  ...,  z, 

En  vertu  de  ces  expressions  et  de  l'équation  z  =  f{Xj  y^  . . .), 
îl  existe  une  relation  entre  ?/,  r,  (v,  c'est-à-dire  que  w  est  fonc- 
lion de  M,  i',  . . ..  Cela  posé,  le  problème  du  changement  de  va- 
riables est  le  suivant  : 

Exprimer  les  dérivées  partielles  successives  de  z  par  rap- 
port à  x^y^  . .  . ,  à  savoir  —»  -,  -r-^ ,  .  •  •>  en  fonction  des  dé- 
rivées partielles  successives  de  (v  par  rapport  à  u,  r,  . . .,  à 

.    dw    âw    O^iv  .  .  .  âw    dw 

savoir —j  —7  -—t  •••;  ou,  inversement,  exprimer  —^  —>  •••, 

/,    <)z     ôz 
onction  de  ^-i  -— ,  •  •  •• 
ox    ôy 

Ce  problème  peut  être  traité  de  bien  des  manières;  on  n'indi- 
quera ici  qu'une  seule  méthode  reposant  sur  l'emploi  des  diflTé- 
rentielles  totales.  Afin  de  préciser  Ténoncé  de  la  règle  finale,  on 
appellera  fonction  et  variables  anciennes  celles  qui  figurent 
dans  les  dérivées  dont  on  cherche  l'expression;  fonction  et  va- 
riables nouvelles  celles  qui  figurent  dans  les  dérivées  à  l'aide 
desquelles  on  veut  exprimer  les  précédentes. 

Ainsi,  si  l'on  cherche  l'expression  de  j-»  -r-*  •••»  en  fonction 

de — > -r-f  •••*  la   fonction   ancienne  sera  z.  les   variables    an- 
Ou     dv 

ciennes  x^  y,  . . . ,  la  fonction  nouvelle  sera  fv,  les  variables  nou- 
velles £/,  r,  . . . . 
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I.  —  SOLUTION. 


89.  Cela  posé,  supposons,  pour  simplifier  récriture,  n=2; 
z  est  fonction  de  deux  variables  indépendantes  ^,y,  et  l'on  se 
donne  les  équations  qui  définissent  le  changement  de  i?a- 
riables 

Admettons  que  les  fonction  et  variables  anciennes  soient 
2,  X,  y,  c'est-à-dire  qu'on  cherche  à  exprimer  y^,  ~  >  • .  •»  en  fonc- 

tion  de  T->  ^->  •  ••• 
ou     av 

Partons  de  la  relation  de  différentielle  totale  entre  la  fonction 
et  les  variables  nouvelles 

,  ÔKV    _  dw    , 

^    '  •  du  dv       ^ 

et  différentions  les  équations  (i)  du  changement  de  variables  : 

l    du  =  ^  dx  -\-  -r^  dy  -^  ~  dZf 
\  âx  dy    '^        oz 

I  d^ 

^    ^  \  dx 

[   dw  —  -J^  dx  -\- 

Portons  maintenant  ces  valeurs  (3)  de  du^  dvy  dw  (*)  dans  la 
relation  (a)  ;  il  vient,  en  ordonnant  par  rapport  à  dx,  dy^  dz  : 

\du  dx        dv  dx        dx/         -^  \du  dy  J  \du  dz  / 

Si  Ton  résout  cette  équation  par  rapport  à  dz^  on  a  une  rela- 


(*)  Il  n'est  pas  nécessaire  de  supposer,  comme  nous  Tavons  fait  pour  simpli- 
fier les  écritures,  que  les  trois  équations  (i)  du  changement  de  variables  sont 
résolues  par  rapport  aux  variables  nouvelles  u,  v,  w;  quelle  que  soit  leurforme^ 
en  les  diflférentiant,  on  obtiendra  trois  équations  (3)  d'où  Ton  tirera  linéaire- 
ment du,  dVj  dw  pour  les  porter  dans  (2).  En  d'autres  termes,  on  éliminera 
duj  dv,  dw  entre  (2)  et  (3). 


dz 

dw  d9        dw  d^ 
du  dx        dv   dx 

dx 

ds 

dx 

dw  do       dw  d^ 
du  dz        dv   dz 

ày 
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lion  de  la  forme 

(  4  )  dz  —  l>dx-ir(ldy, 

et,  d'après  le  n®  38,  le  coefficient  P  est  égal  à  ~>  Q  à  j-  •  Donc 


(5) 


ce  qui  fournît  les  expressions  cherchées  de  -7-»  -t->  en  fonction  de 
-T-9  -T-y  et  des  dérivées  partielles  des  fonctions  données  cp,  i,  y. 

Le  problème  du  changement  de  variables  est  donc  résolu 
pour  les  dérivées  premières;  calculons  maintenant  les  dérivées 
secondes. 

On  opère  d'une  manière  analogue,  en  difTérentiant  les  équa- 
tions (2)  et  (3)  dont  on  vient  de  se  servir,  et  en  regardant  comme 
variables  indépendantes  les  variables  anciennes  ^,  JK  (*)• 

On  trouve  ainsi 

,     »  •  >         ,-  à^^   ,  »  ^*  w     »      »        <^* "'   f  .       àw   ^  dw   ,. 

(1  bis)       d^w  =.  —-^  du^  H-  9.  - — ~  du  dv  -+-  -----  dv^  -h  -—  a*  w  -h  -r-  tf *  t», 

^  '  du^  du  dv  dv^  du  dv 

1d^  o  d^(P  d^  <p  d(^ 

d*u  =  -r-'  dx^-h2~^ — J-dxdy-h,  ..-h  -r-T-rf^*H-  -r^d^Zf 
dx*  dx  dy  dz^  dz 


{Zbis)     ld^v--r-^dx*^,.., 

\  dx^ 

I  à^y 

\  d^w  =  -—V  dx^  -h 

\  dx* 

Portons  dans  (2  bis)  les  valeurs  de  rf^w,  d^v,  d^w  tirées 
de  (3  bis)^  ainsi  que  les  valeurs  de  du,  dv  tirées  de  (3);  nous 
obtenons  une  relation  de  la  forme 

o  =  M  dx* -h  N  dy* -f-  P  dz* -h  2Q  dx  dy  -h  iKdxdz -h  2S  dy  dz -^Td*z^ 

dans  laquelle  nous  remplacerons  dz  par  sa  valeur  (4),  ce  qui  donne 
une  relation  finale  de  la  forme 

C  dx*-^  iD  dx  dy  -hE  dy*-^-T  d*z  =  0, 


(* )  Cest-à-dirc  en  supposant  d^x  =  d^y  =  o. 
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»    /^     i-\     1^     T»  .    1       r         .•  j      Oiv     div     0*  iv      c)*  «•      «>-(r 

OU  L.,  i),  b,   1  soDt  des  tondions  de  -r-'    .-?  -r-T>  t  —  »    . ^,  '  et 
'  '  du     Ov      Ou^     ait  c>v     Ov- 

des  dérivées   partielles,    premières   et  secondes,   des    fonctions 

données  cp,  ^,  y.  Si  l'on  résout  par  rapport  à  d'-z,  on  sait  (n**  il) 

que  les  coefGcients  de  dx^.  2dxd)'    dy-  sont  --^»   r— —  '   .-*!» 
en  sorte  que 

ce  qui  résout  le  problème  pour  les  dérivées  secondes. 

On  obliendrait  de  même  les  dérivées  troisièmes  en  diiTércntlant 
les  équations  (a  bis)  et  (3  bis),  et  ainsi  de  suite. 

Voici  donc  la  règle  qui  résume  la  solution  du  problème  des 
changements  de  variables. 

90.  Règle.  —  Soient  z  la  fonction  et  or,  y  les  variables  an- 
ciennes; (V  la  fonction  et  ?/,  r  les  variables  nouvelles. 

1°  On  écrit  Téquation  de  dilTérentielle  totale  entre  la  fonction 
et  les  variables  nouvelles,  équation  que  nous  appellerons  (A)  : 

d\v  z=  —-du  -\ ai'. 

du  Ov 

a"  On  dilTérenlie  les  équations  qui  définissent  le  changement  de 
variables,  ce  qui  donne  des  équations  que  nous  appellerons  (B). 

3"  On  élimine  entre  (A)  et  (B)  les  différentielles  des  fonction 
et  variables  nouvelles  div,  du^  dw 

On  obtient  ainsi  une  relation,  (C),  entre  dz.,  djr,  dy  qui  donne 

immédiatement  (n®  38)  Tcxpression  de -r^  >  -^  en  fonction  de—-» 

"^  /  i  dx    Oy  On 

dM* 
dv' 

Pour  exprimer  les  dérivées  secondes  de  -3,  on  différentie  (A) 
et  (B),  et  regardant  comme  variables  indépendantes  les  variables 
anciennes  .r  et  >-,  entre  ces  nouvelles  relations,  (V),  (B'),  et  les 
équations  (B)  et  (C)  [ou  (B)  et  (A)]  on  élimine  les  différentielles 
premières  et  secondes  des  fonction  et  variables  nouvelles  rfiï»,  rfw, 
dv^  c/*(V,  d'U^  d'-i\  ainsi  que  la  différentielle  première  de  la  fonc- 
tion ancienne  dz  :  le  résultat  est  une  relation  (C)  entre  d- z,  dx^ 

1  •    1  •  f  !•  /    «  *^\  n  •  y     d^z       d-z       O^Z 

dy,  qui  donne  immédiatement  (u°l/)l  expression  de  j-^>  ô~o~^  <i~* 
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en  fonction  des  dérivées  premières  et  secondes  de  w  par  rapport 
à  u  et  V. 

En  difTérentiant  encore  (A')  et  (B'),  et  opérant  d'une  manitTc 
analogue,  on  aurait  les  dérivées  troisièmes,  et  ainsi  de  suile. 

91.  Remarque.  —  Il  importe  d'observer  qu'on  ne  s'est  pas 
servi  explicilement,  dans  ces  calculs,  de  la  relation  qui  lie  z  à 
œ  et  y^  on  a  seulement  supposé  qu'elle  existait;  les  formules 
obtenues  sont  indépendantes  de  la  forme  de  cette  relation.  Il  en 
résulte  que,  si  une  fonction  inconnue  2,  de  or,  y,  satisfait  à  une 
équation  différentielle  donnée 


,/  ôz     âz    f)^z  \ 

{:r,  y,  z.   ^    ,      -,  — - ,  . . .  )  =  o, 


c'est-à-dire  que,  si  l'on  a  à  résoudre  (ou  intégrer)  une  telle  équa- 
tion, on  pourra  la  transformer  par  un  changement  de  fonction  et 
de  variables,  sans  connaître  l'expression  de  z  on  ^  et  y.  H  suffira, 
dans  le  cas  du  changement  de  variables  considéré  plus  haut,  de 

remplacer  dans  F  les  quantités  x^y^  ^»  j    '  )    '  '"  P^^^ '^"''s  va- 

,  àw     dw  ,1,  ,  . 

leurs  en  w,  ^',  «♦,  y   ,  —  7  •  •  •>  et  1  on  aura  une  équation 


du      Ov 
4» 


(dw    dw 
"•  "•  '"'  du  '  àl-  • 


dont  la  solution  w  pourra  être  plus  facile  à  trouver  que  celle  de 
l'équation  primitive  F  =  o. 


II.  -  CAS  PARTICULIERS  ET  EXEMPLES. 
92.  Exemple  I.  —  Soit  z^=f[x^y)\  on  pose 

et  l'on  demande  d'exprimer  .— »  v-  tt  -  -—  en  fonction  des  dérivées 
^  ôx    dy       dx  dy 

partielles,  premières  et  secondes^  de  (v  par  rapport  à  w  et  r. 
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Appliquons  la  règle  :  la  fonction  et  les  variables  nouvelles 
étant  w  — ,  ?/,  t^,  écrivons 

(  A  )  dw  —  -r—  du  H — —  d%\ 

du  Ov 

Les  équations  (B),  obtenues  en  différentiant  les  équations  du 
changement  de  variables  sont 

/   du  =  dy  -h  dz, 
(  B  )  <  dv  =  dz  -h  du:, 

\  dw  =  dx  -f-  djTy 

Entre  (A)  et  (B)  éliminons  rfa,  rf^^,  div  pour  former  la  rela- 
tion (C)  entre  dx^  dy^  dz\  il  vient 

OU 

dw  dw 

(C)  'iz=-'^-^   rf..-    '"-^y   rfv; 

dw        dw  dw        dw    " 

du         dv  du         dv 

ce  qui  donne  immédiatement  les  valeurs  cherchées  de  -^  et  —  : 

^  dx        dy 


dw 

dw 

dz            ^          dç 
dx  ~  dw        dw 
du         dv 

dz  _ 
dy  " 

dw        dix 
du         dv 

,          d^z 
lier  :  nour  i 

\e\7i  di 

fférenlion 

^^^,  ^^^. ^../  ^.  ^^/,  ... 

regardant  :r  et  y,  variables  anciennes,  comme  les  variables  indé- 
pendantes : 

A  )      d^  w  =z  -  — -  rf«^«  -f-  ji  - — r  rfa  dv  k-     -r-  di-  -h  —-  d^u-\ d^vi 

du^  du  dv  d\?^  du  dv 

i   d^u  r--  d*z, 

(B')  )    diç    ^diz, 

{  d^w  —  o. 
Éliminons  rf^w,  d^v  et  d^w  entre  (A')  et  (B'),  et  remplaçons 
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du^  dv  par  leurs  valeurs  (B);  il  vient  : 

o  =      -T— 7 ( ^r  -+-  c^-5 )* -+-  a  , ( dy  -h  dz)(djc  -\-  dz) 

au*      "^  du  ov     " 

av*  ou  Oif 

ou  en  ordonnant 

\du         de/        di»»  d//*     *^ 

-4-  x  - — —  dx  rfv*  -+-  -2  (  — — -  -+-   , — -  l  dv  dz 

\  (7t^*         ôuovj  \0u^  Ou  Ov         ov^  I 

Celte  équation  n'est  pas  encore  Téquation  définitive,  parce 
qu'elle  contient  non  seulement  d'^z^  dx  et  dy^  mais  encore  dz\ 
lirons  donc  dz  de  (C),  suivant  la  règle,  et  portons-le  dans  Péquation 

ci-dessus   :    comme  nous  cherchons  l'expression  de  ,    7  >  nous 

^  ox  dy 

n'aurons  besoin  que  de  coefficients  de  d'^z  et  de  dxdy.  On  a  ainsi 


[ 


dw  ùw 

d'^w         /ô^w         d^w  \     '        dt'  là'^w         c)*«'  \  Ou 


•^  I  du  dv       \  f)u^        du  dv  /  dw        dw       \  dv^         du  dv  ) 


Ow        dw 
Ou         dv  du         dv 


dUv\  V"  du)y        Ov)    j 
V  du*     '    *  du  dv         dv*  )  /  dw        dwy  \ 

Kdû'^'dv)  J 


/dUv  d*w 


Par  conséquent  on  a 


à'z    __       [ _] 


dx  dy  dw        dw 

du        dv 

en  désignant  par  [  ]  le  coefficient  de  idxdy  dans  Téqua- 

lion  (C). 

93.  Exemple  II.  —  Soit  encore  z  une  fonction  de  ^,  jk;  on 
prend   pour  variables  indépendantes,  à  la  place  de  x^  y^    les 
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quantités 

et  l'on  conserve  la  fonction  z  :  on  demande  d'exprimer  les  dérivées 
premières  et  secondes  de  z  par  rapport  k  x^  y  en  fonction  des 
dérivées  de  z  par  rapport  à  w,  ç. 

Les  fonction  et  variables  nouvelles  sont  z  — ,  w,  p;  écrivons  donc 

(A)  dz  —  -^du-h -^dv. 

au  ov 

Les  équations  (B)  sont  ici 

1  du  —  -r^  dx  —  T^  dy, 
\  àx  ()y    -^ 

(B)  /  -^ 

f    dv  -^  -^  d.r  -A 1.  dy, 

\  dx  Oy 

D'où,  en  éliminant  du  et  dv  : 

(  G  )  ds  =  dx(--  -^-i-  --   -X     -|_  ^7j  (  r  _j_  t  \ 

\du  àx        Ov  ôx J         -^  \âu  dy       dv  Oy / 

ce  qui  donne 

àz  _  f)_z  do 
^  *^  Ox  "  Ou  Ox 

Pour  calculer  les  dérivées  secondes,  dilTérentions  (A)  et  (B\ 
les  variables  indépendantes  étant  x  et  y  : 

(  A  )         d*z  =  — -  du^  4-  •>.  - — --  du  dç  H rfp* H d^u^  ^  d^ t», 

(>a*  Ou  Oi>  <>!'*  (^a  <^p 

rf*  1/  —  -j— ^  ax*  -h  '2  .  — ;    dx  dy  f-  -— J  rfv«, 
(>J7*  d.r(iK  *^        Oy*    -^   ' 

d'v=  — X,/.r«-4-..., 
Ox* 

d'où,  en  se  servant  de  (B), 

()a*  \  Ox  Oy    "^  / 

H (  — ^  dx'  -h ...     -h  —  (  — -  dx*  -r  .  .  .  I . 

Ou\Ox*  I       Ov  \ Ox*  J 

Le  second  membre  ne  contenant  que  dx  et  dy^  et  non  dz^  il 


)z  0^ 

Oz 

Oz  Oo       Oz  0^ 

)\?  Ox' 

Oy 

Ou  Oy        Ok'  Oy 
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n'y  a  pas  à  utiliser  (C);  il  ne  reste  qu'à  ordonner  par  rapport  à  dx 
et  <iy  : 

Lt^a*  V^JT/  da  dv  dx  d.v       dv^  \ôx )        Ou  ôx^       dv  dx^-  J 

-^tdxdyi  )-^dy^{         ). 

Ce  qui  donne 

àx^  ""  dM«  \àx]  âuOç  Ox  dx       ~ôv^  \ôx)         du  dr*        dv  dx^ 


<7) 


ûœdy 
d^z 
dy^ 


94.  Remarque  I.  —  Si  l'on  demande  inversement  d'exprimer 

3^*  -^>  •  •  •  en  fonction  de  3-*  :,->  •  •  •»  la  méthode  grënérale  exiere 
Oit     dv  dx    dy  °  ° 

que  Ton  recommence  les  calculs,  en  considérante:  ety  comme  les 

variables  nouvelles,  u  et  (^  comme  les  variables  anciennes.  On  peut 

toutefois  se  servir  des  calculs  précédents,  car  les  équations  (6), 

linéaires  par  rapport  à  —  et  -7-*  fournissent  ces  quantités  en  fonc- 
tion de  -—  et  -T-'y  de  même,  des  équations  (7),  on  peut  tirer  linéairc- 
ment  — -^  - — —>  —-  Cette  remarque  s  applique  au  cas  général. 


95.  Remarque  II.  —  Dans  le  cas  de  l'exemple  II,  il  est  peui- 
ëlre  plus  court  d'employer  les  dérivées  au  lieu  des  dilTérenlieiles. 
En  effet,  s  étant  considéré  comme  une  fonction  de  u  et  de  r,  qui 
sont  eux-mêmes  fonctions  de  x  et  y,  on  a,  par  la  théorie  des 
dérivées  : 

dz         dz  du        dz   dv 

dx        Ou  Ox        dv  Ox 

dz         dz  du        dz   dv  ^ 
dy        du  Oy        Ov  Oy  ' 

ce  sont  les  équations  (6)  où  l'on  a  écrit  -p»  •  •  •  au  lieu  de  y^>  •  •  •» 

ce  qui  revient  au  même,  puisque  u  =  ç(^,  y)- 
Dérivons   ces  deux  équations  successivement  par  rapport  à  x 
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et  y,  en  regardant  t-  et  y  comme  des  fonctions  de  u  et  p,  qui  sont 
eux-mêmes  fonctions  de  x  eiy;  nous  obtenons 

d^z       diz/du\*  d^js    du  dv    ^    d'z  / dvy  .    dz  d*u    .    dz  âU^ 


""  Ou*  \àx, 


dx^       Ou*\dxJ  Ouàç  dx  dx    '    dç^  \àx/        du  dx*        dv  dr* 

d^z 


dx  dy 

d^z 
Ojrt 


c'est-à-dire  les  équations  (7). 

96.  Exemple  III.  —  Soit  z  =/(^x,y);  on  prend  pour  variables 

indépendantes,  à  la  place  de  j?  et  ^',  u  ^  x  el  i^  =  —  ;  on  demande 

d,           .           d^z        ^         ,        j     dz     dz    d*z 
exprimer  -—r  en  fonction  de  -7-  >  —  »  —  » 

»  Ou^  dx    dy    Ox- 

La  fonction  et  les  variables  nouvelles  sont,  cette  fois,  z  — ,  jp,  r  ; 
la  fonction  et  les  variables  anciennes  sont  2,  i/,  v.  On  a 

(  A  )  dz  —  pdx  -k-  q  dy, 

p  et  q  représentant  respectivement  -^  et  -r^  (n**  48). 
D^ailleurs  les  équations  du  changement  de  variables 

T  =  H,        y  =  vu 
donnent 

(  B)  dx  =  du,         dy  =  V  du  -T-  u  dv. 

Continuons  les  diffère ntiations  en  regardant  comme  variables 
indépendantes  u  et  (^,  variables  anciennes;  il  vient,  avec  les  nota- 
tions du  n**  48, 

(A')  d^z  =  rdx*-^  'xs  dx  dy  -^  tdy*-\-  pd*x  h-  q  d^y, 

(B')  rf»x  =  o,         d^y  =  'idudv; 

d'où,  en  se  servant  de  (B)  pour  éliminer  dx  et  dy, 

d^z  =  rdu^  -h  2S  du{v  du  -h  udv)  4-  t{vdu-\-  udv)*'^iq  dudv. 

La  dérivée  ^  est  le  coefficient  de  du^  dans  le  second  membre  ; 
du* 
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donc 

(  ii  )  -r-z  =  r-hisv -h  t  V^j 

OU,  puisque  r  =  ^t 

d*z  I 

97.  Exemple  IV.  -^  Soit  encore  z=/{x^  y);  cette  équation 
déHnit  aussi  y  comme  fonction  de  ^  et  de  ^;  on  demande  d'expri- 
mer les  dérivées  premières  et  secondes  de  y  par  rapport  à  j;  et  ^, 

à  savoir^»  y->  •••^  en  fonction  des  dérivées  de  z  par  rapport  à 

jr  eijr,  à  savoir^,  ^'  ••'  ou p,q,r,  s,t, 

La  fonction  et  les  variables  nouvelles  sont  z — ,  x  et  y:  on 
écrira  donc 

(  A  )  dz  =  p  dx  -T-q  d}\ 

Quant  aux  équations  (B),  il  n'y  a  pas  lieu  de  les  écrire,  car 
elles  se  réduisent  à  dx  =  dx^  dy  =  dy^  dz  ^  dz. 
Résolvons  (A)  par  rapport  à  dy  : 


(C) 

*=- f 

dx 

■^j-. 

ce  qui  donne 

Ojl'             q 

dy         \ 
àz  ~  q 

Pour  calculer  les  dérivées  secondes,  différentions  (A),  en  regar- 
dant comme  variables  indépendantes  x  et  3,  variables  anciennes; 
il  vient  (puisque  d'^x  =  d'^z  =  o), 

r  dx^ -^  is  dx  dy  ~\-  t  dy^ H-  q  d^y  —  o. 

Enfin,  pour  obtenir  la  relation  finale  entre  rf-^,  dx  et  dz^  rem- 
plaçons dy  par  sa  valeur  (C);  nous  trouvons 

a  d^Y^=^  f  dx^ ■i-'is dxi  —  ~  dx  -\ dz)  -h  t (  —  ^ dx -^ —  dz]  . 
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ce  qui  donne 


(9) 


98.  Exemple  V.  —  Considérons  maintenant  une  fonction  d'une 
seule  variable,  y=i/[x),  et  faisons  le  changement  de  variables 

a7=pcosa),        y  .=  p  s'inta. 

En  vertu  de  y=/(x)^  p  est  fonction  de  (o;  on  demande  d'ex- 
primer y'j.^  y^  (ou  plus  simplement^',  y^)  en  fonction  de  pi,,  pi 
(ou  p',  p''). 

La  fonction  et  la  variable  nouvelles  sont  p  et  co;  écrivons  donc 

(A)  dp  =  p'dw, 

\  dx  =  dp  cosoi  —  p  sin  w  rfw. 
(  B)  \ 

(  dy  —  dp  sin  o)  -f-  p  cosw  r/w. 

Entre  (A)  et  (B)  éliminons  rfp  et  dtù  ;  il  suffit  de  diviser  membre 
à  membre  les  deux  équations  (B),  ce  qui  donne,  en  tenant  compte 
de  (A), 

,     ,  dv         ,       p'sino) -+- p  rosw 

(lo)  -j-  =  r  =  ', . —  ; 

dx  p  costo  —  psinoi 

c'est  l'expression  Ae y  en  fonction  de  p'. 

l*our  calculer  y",  dilTérentions  (A)  et(B)  en  regardant  comme 
variable  indépendante  la  variable  anciennes;  il  vient 

(V)  rf«p  =  p'rfcu*  H- p'rf*a), 

o  =  d^p  cos  w  —  idp  dtii  si  n  (i>  —  p  cos  to  dtù^  —  p  sin  tu  d^  tu, 


(  B'  ) 

'  d*y  =  d^p  sinto  -h  idp  dta  cosw  —  p  sinto  rfw-  -i-  p  coso)  d^w 

D'après  la  méthode  générale,  il  faut,  pour  obtenir  une  relation 
entre  d'^y  et  rfj:,  éliminer  rfp,  rfw,  rf^p,  rf^w  et  <i^  entre  (A),  (B), 
(A'),  (B);  le  plus  simple  est  de  tirer  rfw  et  do  de  (A)  et  delà 
première  équation  (B),  ce  qui  donne  : 

,         dx  ,        o'd.r 
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en    posant 

D  =  p'cosoj  —  p  siiioj. 

Tirons  ensuite  rf^p  et  d^iù  de  (B').  Pour  cela,  multiplions  la 
première  équation  (B')  par  cosco,  la  seconde  par  sinco  et  ajoutons 

(f^y  siiio)  =  d^p  —  p  cfo)*, 
d'où 

d* p  =  d-y  siii  co  •+-  p  -j— . 

De  même,  multiplions  la  première  équation  (B')  par  sinco,  la 
seconde  par  cosco,  et  ajoutons  : 

d'^j-  cosw  =  idp  dhi  -+-  p  rf*to, 
d'où. 

d^m  =  -  (  d*Y  cos  ti>  —  2  p'  -prr  )  • 
Portons  enfin  les  valeurs  de  rf(o,  rf^p  et  rf^co  dans  (A')  : 

djT*  ,d.ri         p'  /  .  ,dx^\ 

rf.^sincu  +  p—  =  p  —^t.\^d^yco^^^^^—-y 

c'est-à-dire,  en  multipliant  les  deux  membres  par  p, 

ce  qui  donne  finalement 

(II)  V  =  — r- ^ ^^-^ 

'^         (p  cosw  —  p  sinoj)* 

99.  Corollaire.  —  D'après  cela,  l'expression  du  rayon  de 
cowrfcwre  d'une  courbe  plane,  p  =  p((o),  en  coordonnées  polaires, 
3'obtiendra  en  remplaçant,  dans  la  formule 


R  = 


v' et  ^y*  par  leurs  valeurs  (10)  et  (n);  on  trouve  ainsi,  comme 
au  n»  62, 


3 


*^  =  "i 1* jf  • 

p»  -+-  îl  p  *  —  pp 
100.  Remarque.  —  Pour  trouver  l'expression  de  R  en  coor- 
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données  polaires,  on  aurait  pu  partir  de  la  formule  du  n°67  : 


d^y  dx  —  d^x  dy 

OÙ  X  eiy  sont  regardées  comme  fonctions  d*une  même  variable. 
Or,  en  posant 

a?  =  p  cosu),        ^  =  psinaj, 

on  peut  regarder  x  et  y  comme  fonctions  de  w,  puisque,  sur  la 
courbe,  p  est  lui-même  fonction  de  w.  On  en  déduit 

dx  =  dp  cos w  —  p  sin 0)  d<ù,        dy  =  dp  s'inti}  -h  p  cos w  doi. 

Différentions  encore,   en  regardant  w  comme  la  variable  indé- 
pendante, c'est-à-dire  en  supposant  d'^to  =  o  : 

d*x  =  d^  p  cos o)  —  9.  ^in  10  dp  dui  —  p  costo  i/w*, 
d^y  =  d*p  sin  w  -4-  acostu  dp  dm  —  p  sin  u>  i/o)'. 

II  suffit  maintenant  de  porter  ces  valeurs  de  dx^  dy^  d'^x^  d^y 
dans  R,  pour  retrouver  : 


</p\n* 


(rfp2_uplrt^tOÎ)* 

n  = '■ — 


-    _  ['--(m 


p* ^tjj'' -H  2 r/o* ^o)  —  p  i/* p  d/u)  .  f  dp  \^  d*p 

lOi.  Exemple  VI.  —  SoitjK  =/(^)l  o*^  pose  x=z^(t)^  et  Ton 
demande  d'exprimer  les  dérivées  de^  par  rapport  à  j?  en  fonction 
des  dérivées  de  y  par  rapport  à  t. 

C'est  le  plus  simple  des  problèmes  de  changement  de  variables, 
et  la  méthode  générale  s'applique  sans  difficulté.  Il  est  plus  court 
toutefois  de  se  servir  des  dérivées  au  lieu  des  difierentielles  et  de 
raisonner  comme  il  suit  : 

Soient y[  f  y]  n  •  .  les  dérivées  dey  par  rapport  à  l;  soient  de 
même  x',  ^  .rj,  ...  les  dérivées  successives  de  x^  c'est-à-dire 
?'(0î  ?\0»  •  •  •  ;  on  a  évidemment  (n°  24) 

dy  _  y} 
dx       x'i 

Dérivons  les  deux  membres  de  celte  relation  par  rapport  à  x. 
Pour  dériver  le  second  membre,  nous  le  dériverons  par  rapport 
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à  t  et  nous  multiplierons  le  résultai  par  37-»  c'est-à-dire —7;  il  vient 
ainsi 

dx^  x\^ 

et  de  même,  en  continuant  les  dérivations, 

-j—-  =  — )         .... 

102.  Exemple  VII.  —  Soity=/(j:);  on  prend  j^  pour  va- 
riable indépendante  et  x  pour  fonction,  et  Ton  demande  d'ex- 
primer les  dérivées  de  y  par  rapport  à  2:  en  fonction  des  dérivées 
de  X  par  rapport  à  y. 

Il  sufBl  de  supposer,  dans  l'exemple  précédent,  /  =y,  ce  qui 
donne 

-f-      ou      y'   =  --  Xj.  = rr>  •••• 

dx  -^^      x'y         -^"^  ary* 

On  aurait  pu  raisonner  directement  comme  il  suit.  Il  est  clair 
qiie^^^--^;    dérivons  les  deux  membres  par  rapport  à  a:  :  la 

x'y 

dérivée  du  premier  est  y" ]  pour  trouver  celle  du  second,  pre- 
nons la  dérivée  par  rapport  à  y  et  multiplions  par  la  dérivée  de  y 

par  rapporta  x^  c'est-à-dire  par  -7-?  il  vient 


Intégration  d^une  équation  différentielle, 

103.  On  rencontre  en  Physique  (Théorie  des  cordes  vibrantes) 
ie^problème  suivant  d'Analyse  dont  on  peut  trouver  la  solution  à 
l'aide  d'un  changement  de  variables. 

Déterminer  la  fonction  la  plus  générale  m,  de  deux  variables 
indépendantes  x  et  t,  qui  satisfasse  à  l'équation 

(,;  "diii-^^S^         (a  =  const.). 

Conservons  l'ancienne  fonction  u  et  prenons  pour  nouvelles 
H.  •; 


lu* 
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variables  indépendantes  les  quantités 

i  T=  T  -h  aty 

cherchons  alors  ce  que  devient  Téquation  (1)  après  ce  change- 
ment de  variables. 

On  a,   en   appliquant  la   méthode   par   les   dérivées  indiquée 
dans  la  Remarque  II  du  n°  95, 

du  __  du  ù\        du  ùt\  _      du  du 

Tt  ~"dl  di'^  dT,   d}  '^^'dl  ~^^lh/ 

de  même, 

du  _  du        du 

dx     '   d\         dri 

et,  en  continuant  les  dérivations, 

«w           /    d^u            d^u  \          l     d^u  diu\ 

— -  =  a  I  a  — r^- a  —7——  )  —  a  {  a  —r— a  -r—r  1  r 

/du^  d^u         d^u\ 

d'U        d*u  d^u         d^u 

dx^  ^   d^»"  "^  ^  di  dr^  "^  dr^i  ' 

Portons  ces  valeurs  dans  l'équation  (i);  celle-ci  se  réduit  à 

d^u 

forme  qui  s'intègre  facilement.  En  effet,  elle  exprime  que  -^  est 

indépendant  de  t),  puisque  sa  dérivée  par  rapport  à  ri  est  nulle: 
on  a  donc 

/(Ç)  désignant  une  fonction  de  Ç,  quelconque  d'ailleurs.  Remon- 
tons aux  primitives 

y(Ç)  étant  une  primitive  de  /(Ç)  et  C  une  constante  par  rappoii 
à  Ç,  c'est-à-dire  une  fonction  de  tj,  ^(vj),  d'ailleurs  arbitraire. 
Quanta  cp  (Ç),  c'est  aussi  une  fonction  arbitraire,  comme  primi- 
tive d'une  fonction  arbitraire.  On  a  donc  enfin,  comme  solution 
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la  plus  générale  de  l'équation  proposée  (i), 

c'esL-à-dire 

u  —  ç (  j-  H-  «/  )  -h  •]/ ( ar  —  rt / 1, 

C5.  el  'i  désignant  deux  fonctions  arbitraires. 
Ce  résultat  est  utilisé  en  Physique. 


III.  —  CHANGEMENTS  DE  VARIABLES  PLUS  GÉNÉRAUX. 


lOi.  Soit  toujours  z  une  fonction  de  deux  variables  indépen- 
dantes X  ely;  reprenons  les  formules  du  changement  de  variables 
(où  nous  écrivons  X,  Y,  Z  à  la  place  de  w,  i>,  w)  : 

Nous  avons  vu  que  les  dérivées  de  z  par  rapport  à  x  el  y 
s'expriment  en  fonction  des  dérivées  de  même  ordre  (et  d'ordres 
inférieurs)  de  Z  par  rapport  à  X  et  Y,  et  réciproquement. 

En  particulier,  si  l'on  désigne  par  P  et  Q  les  dérivées  ^^  et  -r^> 

P  et  Q  sont  des  fonctions  de  x^y^  z^  p^  q\  et  la  forme  de  ces 
fonctions  est  indépendante  de  la  relation  enlre  z  — ,  x  ely,  (Re- 
marque du  n"*  91). 

Géométriquement,  les  équations  (i) définissent  ce  qu'on  nomme 
une  transj or  mation  ponctuelle  y  parce  que,  à  un  points, y,  z  de 
l'espace,  elles  font  correspondre  un  ou  plusieurs  points  X,  Y,  Z, 
et  réciproquement.  Si  le  point  x^  y^  z  décrit  une  surface  5,  le 
point  correspondant  X,  Y,  Z  décrira  une  surface  S,  et  l'on  dit 
que  5  et  S  sont  transformées  l'une  de  l'autre  par  la  transforma- 
tion (i). 

U  est  clair  qu'une  transformation  ponctuelle  conserve  le  con- 
tact, c'est-à-dire  transforme  deux  surfaces  tangentes  en  deux  sur- 
faces tangentes.  Soient,  en  ellet,  s  et  s'  deux  surfaces  qui  se 
touchent  en  un  point  m  :  c'est  dire  (n*'  48)  qu'au  point  m  les 
valeurs  de  x,  y^  z,  p  el  q  sont  les  mêmes  pour  les  deux  surfaces. 
Désignons  par  M(X,  Y,  Z)  le  transformé  de  m]  il  résulte  de  ce 
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qui  précède  qu'au  point  M  les  valeurs  de  P  et  Q  seront  les  mêmes 
pour  les  deux  surfaces  S  et  S',  transformées  de  s  et  5',  c'est-à-dire 
que  S  et  S'  se  touchent  en  M. 

lOo.  Cela  posé,  au  lieu  d'un  changement  de  variables  ponc- 
luel,  considérons  le  changement  de  variables  plus  général  : 

où^  et^r  désignent  les  dérivées  partielles  de  ;;  par  rapport  kx 
et  y.  Si  le  point  x,  jk?  ^  décrit  une  surface  donnée,  s,  les  quan- 
tités z^  p  et  q  sont  des  fonctions  connues  de  a;  et  y,  de  sorte  que 
le  point  X,  Y,  Z  décrit  aussi  une  surface  S  dont  l'équation  s'ob- 
tient en  éliminant  x  ely  entre  les  trois  relations  (2).  La  transfor- 
mation (2)  fait  ainsi  correspondre  à  une  surface  quelconque,  s^ 
une  surface,  S,  dite  transformée  de  la  première;  mais  ce  n'est 
pas  une  transformation  ponctuelle,  car  pour  déterminer  le 
point  X,  Y,  Z  il  faut  se  donner  non  seulement  le  point  x,  y,  z 
sur  la  surfaces,  mais  encore  pelq,  c'est-à-dire  le  plan  tangent  en 
ce  point  à  cette  surface. 

Cherchons  maintenant  à  déterminer  le  plan  tangent  en  un  point 

de  S,  c'est-à-dire  à  exprimer  jv^^^^^  fonction  des  dérivées  de  s 

par  rapport  k  x  et  y  :  la  méthode  générale  du  changement  de 
variables  s^ applique  sans  modification. 

Partons  de  la   relation    différentielle   entre  la  fonction   et  les 
variables  nouvelles  : 

(  A  )  dz  =  p  dx  -\-  q  dy, 

et  différentions  les  équations  (2)  du  changement  de  variables,  en 
observant  (n**  48)  que 

dp  =  r  dx  -^  s  dy^         dq  =  s  dx  -\-  t  dy, 

djj      du      0^ 
âx^     dx  ày    dy^ 


r,  s,  t  étant,  comme  d  ordinaire,  ;^->  a^-^z^  TZi'  *'  vient 


l 


{  dZ=  ... 
Il  faut  maintenant,  selon  la  règle,  éliminer  dx,  dy,  dz  entre 


do           do          do 
dx      ^  dz          dp 

-hi 

do           do          do 
dy       ^  dz          dp 

dx      '^  dz 

dy 

dx 

d^}j 
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(A.)  et  (B);  nous  tirons  pour  cela  dz  de  (A),  nous  le  portons 
dans  (B),  et  nous  éliminons  dx  et  dy  par  le  déterminant 

do  do  do         do  do  do         do  do 

dx       ^  dz  dp  dq  dy        ^  dz  dp  dq 

d\ 
dZ 

Résolvons  enfin  celle  équation  par  rapport  à  <fZ;  les  coeffi- 

cients  de  dH.  et  cTi  seront  -;^  et  r^t  c'est-àrdire  P  et  O. 

Sans  développer  les  calculs,  on  voit  immédiatement  que,  en 
général,  P  et  Q  dépendent  non  seulement  des  dérivées  pre- 
mières p  et  q,  mais  encore  des  dérivées  secondes  r,  5,  t.  C'est 
une  différence  fondamentale  avec  le  cas  des  transformations 
ponctuelles;  elle  subsiste  pour  les  dérivées  d'ordre  supérieur, 
c'est-à-dire  que  les  dérivées  secondes  de  Z  dépendent  des  déri- 
vées de  z  jusqu'à  l'ordre  trois  et  ainsi  de  suite. 

106.  Transformations  de  contact.  —  Il  peut  arriver  cependant 
que  pour  des  transformations  particulières,  c'est-à-dire  pour  des 
formes  particulières  des  fonctions  (p,  ^  et  if^  les  dérivées  P  et  Q 
ne  dépendent  que  Ae  p  ei  q  et  non  de  r,  s,  t\  on  dit,  en  ce  cas, 
que  la  transformation  (2)  est  de  contact,  c'est-à-dire  conserve  le 
contact.  Supposons,  en  effet,  que  deux  surfaces  s  et  $'  se  touchent 
en  jtq,  yoi  >3o,  c'est-à-dire  aient,  en  ce  point,  mêmes  valeurs 
/>o  et  ^0  de/7  et  ^;  les  deux  surfaces  transformées  de  s  et 5' par (2) 
auront  en  commun  le  point 

OÙ  elles  se  toucheront,  puisque  P  et  Q,  qui  ne  dépendent  que 
de  x^y^  z,  /?,  q,  auront,  en  ce  point,  les  mêmes  valeurs. 

Les  transformations  de  contact  conduisent  à  une  conception 
intéressante  des  éléments  de  l'espace. 

Soit,  en  effet,  une  transformation  de  contact  (T) 

X  =  o(x,y,z.p,q),     Y  =  /(x,7,  s,/?,i3r),     Z  =  ^{x,y,z,p,  q), 
(T)     l  d'où  Ton  déduit^  puisque  (T)  est  de  contact, 

P  =  *(J?,7,  z,p,q),        Q  =  ^'C^,  7,  z,p,  q). 
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Considérons  mainlenanl  un  poinl  m{x,y^  z)  de  l'espace  el  une 
surface  passant  par  ce  poinl;  le  plan  langent  73  à  la  surface  en  rfi 
a  pour  coefficienls /?,  y,  — i.   A    toutes  les   surfaces  s  passant 
par  w  el   tangentes  à  ?3j  en  ce  point,   la  transformation   (T)  fait 
correspondre  des  surfaces  S,  passanl  par  un  point  M  et  tangentes 
en  ce  point  à  un  même  plan  D;  si  donc  on  appelle  élément  de 
Tespace  V ensemble  d'un  poinl   m  et  d'un  plan  rs  passant  par  ce 
poinl,  on  peut  dire  qu'une  transformation  de  contact  fait  corres- 
])ondre  à   un  élément  (/7i,  rn)  un  ou  plusieurs  éléments  (M,  II), 
et   réciproquement.   De    plus,    toute    surface   possédant    Vêle- 
ment (m,Gj).   c'est-à-dire  tangente   à  tîj  en  m,  est   transformée 
par(T)  en  une  surface  qui  possède  Télément  correspondant(M,  II). 
Enfin,  l'ensemble  des    éléments   appartenant   à    une   surface  esL 
transformé  par  (T)  en  l'ensemble  des  éléments  appartenant  à  une 
autre  surface,  à  savoir  la  surface  transformée  définie  au  n**  105. 

Analvtiquement,  la  correspondance  entre  les  éléments  est  éta- 
blie de  la  manière  suivante. 

Le  poinl  m  étant  a:,  r,  z^  et  le  plan  ts  ajanl  pour  équation 
celle  du  plan  tangent  à  la  surface  5,  à  savoir  : 

(Ç,  Yj,  t^    coordonnées  courantes);    le   point  M    étant   de   même 
X,  Y,  Z,  et  le  plan  II  ayant  pour  équalion 

Ç-Zr.P(J_\)^Q(r,-Y), 

on  a,  pour  déterminer  X,  Y,  Z,  P,  Q  en  fonction  de  x^  jk,  -5,  /?,  q^ 
les  équations  (T)  de  la  transformation. 

On  voit  qu'on  fait  maintenant  abstraction  de  la  signification 
de  /?,  y,  P,  Q  comme  dérivées;  ce  sont  simplement  les  coeffi- 
cients qui  figurent  dans  l'équation  des  plans  composant  les  élé- 
ments, 

107.  Conséquences.  —  Dans  celte  manière  de  concevoir  Tes 
pace,  une  surface  sera  considérée  comme  le  lieu  d'une  infinité 
double  d'éléments,  chaque  élément  étant  formé  par  un  point  el 
par  le  plan  langent  en  ce  point;  la  transformée  de  la  surface 
par  (ï)  sera  le  lieu  des  éléments  transformés  des  premiers,  et  ce 
sera  une  autre  surface,  comme  on  l'a  observé  plus  haut  (n**  106). 

Une  ligne  peut  être  regardée  comme  la  limite  d'une  surface 
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ajant  la  forme  d'un  fil  de  diamèlre  infiniment  petit;  il  est  clair 
qu'à  la  limite  les  plans  tangents  à  une  pareille  surface  deviennent 
les  plans  tangents  à  la  ligne,  c'est-à-dire  qu'un  élément  apparte- 
nant à  la  ligne  est  formé  par  un  point  de  celle-ci  et  par  un  plan 
quelconque  mené  par  la  tangente  en  ce  point.  La  ligne  est  ainsi 
le  lieu  d'une  infinité  double  d'élémenls;  sa  transformée  par  (T) 
sera  en  général  une  surface,  rien  ne  prouvant  a  priori  que  ce  soit 
une  autre  ligne. 

Si^  par  exemple,  la  ligne  est  une  droite 

_  [  y  =z  ax  -^  m. 

(D)  , 

un  élément  sera  formé  par  le  point  {x^y^  z)  et  un  plan  quel- 
conque de  coefficienls  /?,  ?,  — i  contenant  la  droite,  c'est-à-dire 

tel  que 

/?  -f-  agr  —  6  =  o. 

Pour  avoir  l'équation  en  X,  Y,  Z  de  la  surface  transformée  de 
la  droite,  il  faudra  éliminer x,^,  z^  p,  g  entre  la  dernière  relation, 
les  deux  équations  (D)  de  la  droite  et  leà  trois  premières  équa- 
tions (T). 

Un  point  {x,y,z)  peut  être  regardé  comme  la  limite  d'une 
sphère  de  rajon  infiniment  petit;  c'est  donc  aussi  le  lieu  d'une 
infinité  double  d'élémenls,  formés  chacun  par  le  point  et  par  un 
plan  quelconque  mené  par  ce  point.  Sa  transformée  est  une  sur- 
face dont  l'équation  (en  X,  Y,  Z)  s'obtient  évidemment  en  élimi- 
nant/? et  q  entre  les  trois  premières  équations  (T). 

Soient  5  une  surface,  S  sa  transformée  par(T);  cherchons  la 
transformée  d'une  ligne  /  tracée  sur  s.  Il  est  clair  que  /  a  une  in- 
finité simple  d'éléments  communs  avec  5,  à  savoir  ceux  qui  sont 
formés  par  un  point  de  /  el  le  plan  qui  touche  s  (et  par  suite  /)  en 
ce  point;  donc  la  transformée  de  /  est  une  surface,  A,  qui  a  une 
infinité  simple  d'éléments  communs  avec  S,  c'est-à-dire  qui 
touche  S  en  une  infinité  simple  de  points,  ou  encore  qui  touche  S 
suivant  une  ligne.  Ainsi  : 

La  transformée  d^une  ligne  tracée  sur  une  sur/ace,  s,  est 
une  surface  circonscrite  à  la  transformée  de  s. 

Si  deux  lignes  l  et  l  se  coupent  en  un  point  /n,  elles  ont  un 
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élément  commun,  à  savoir  celui  qui  est  formé  par  m  et  par  le 
plan  des  tangentes  aux  deux  courbes  en  ce  point;  donc  leurs 
transformées  ont  un  élément  commun,  c^est-à-dire  sont  deujo 
surfaces  tangentes  en  un  point. 

108.  Remarque.  —  Reprenons  la  transformation  de  contact 
définie  par  les  équations 

(4)       X  =  o(ar,  j,  z,p,q),       Y  =  l{x,y,  z,  />,  q),       Z  =  ^{x,y,  z,p,  q  ) 

d'où  Ton  a  tiré 

(4  bis)  P  =  ^{x,y,  z,p,  q),        Q  =  W{x,y,  z,p,  q). 

On  peut  établir  que  les  dérivées  secondes  R,  S,  T,  de  Z  par 
rapport  à  X  et  Y,  s'expriment  en  fonclion  de  x,  y,  z  et  des  déri- 
vées premières  et  secondes  de  z  par  rapport  à  ^  et  j^. 

Différentions,  en  effet,  les  deux,  premières  équations  (4);  il 
vient,  comme  au  n®  105, 

(JcD  <^o  d^  dcp  do 

aX=  -r^dx-\-  -y- dy -+-  -^(p cix -^ q dy)-h  Y-{rdx-hsdy)-h -r^(sdx-i-tdy). 

dY=..,. 


De  ces  relations  on  tire  dx  et  dy  en  fonction  linéaire  et  ho- 
mogène de  rfX  et  rfY,  les  coefficients  étant  fonctions  de  Xj  r,  5, 
p,  gr,  r,  5,  t.  De  même,  différentions  les  deux  équations  (4  àis) 
en  observant  que  rfP  et  rfQ  sont  respectivement 

RrfX  +  SrfY     et     SdX-{-TdY; 

il  vient 

à^  d<ï'  d^^ 

KdX-^SdY  =  j-  dx -^  —  dy -\-  -Tz  (p  dx  -^  q  dy) 

-\-  —  (rdx  -h  s  dy)-+-  ^{sdx-h  t  dy), 

Sé/X-hTrfY=  -f-dx-^  .... 
ox 

Remplaçons  dx  et  dy  par  leurs  valeurs  calculées  tout  à  Theure 
en  fonction  de  d\.  et  dY^  et  égalons,  dans  les  deux  membres  de 
chaque  équation,  les  coefficients  de  é/X  et  de  dY]  nous  obtenons 
des  relations  de  la  forme 

R,  S,  T  =  fonctions  de  x^y,  z^p,  q^  ^,  s,  t. 
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Oo  établirait  de  même  que  les  dérivées  troisièmes  de  Z  par 
rapport  à  X  et  Y  s^expriment  en  fonction  de  x^  y^  z  et  des  déri- 
vées, jusqu'à  l'ordre  trois  inclus,  de  z  par  rapport  à  x  eiy^  et 
ainsi  de  suite. 

Donnons  maintenant  des  exemples  de  transformations  de  con- 
tact. 

109.  Transformation  de  Legendre.  —  C'est  la  transformation 
(5)  X=/?,         Y  =  y,         Z  =  —  z-^px-^-qy. 

Les  équations  (B)  sont  ici 

d\  =  rdx  -^  s  dy,        d\  =  s  dx -h  t  dy, 


(6)  , 

(  dZ=-^-  x{rdx-{-  s  dy)-{'}r(sdx  -{- 1  dy). 

Joignons-y  (A) 

dz  =p  dx  4-  q  dy, 

et  éliminons  rfx,  dy,  dz  ;  il  vient 

(7)  dZ^xdH-^-ydY, 

d'où 

(8)  P  =  rr,         Q=7. 

Les  dérivées  secondes  r,  5,  t  ne  figurant  pas  dans  P  et  Q,  la 
transformation  est  de  contact  (*). 

Remarque  /.  —  La  transformation  de  Legendre  est  une  trans- 


(*)  Si  Ton  veut  exprimer  les  dérivées  secondes  R,  S  et  T,  il  suffit  de  diffé- 
reotier  (7)   en   prenant  pour  variables   indépendantes  les  variables  anciennes 

X  et  Y  ;  on  a 

rf-Z  =  dx  d\  -h  dy  rfY, 

et,  en  remplaçant  dx  et  dy  par  leurs  valeurs  en  d\y  dX  tirées  des  deux  premières 
équations  (6)  : 


d'où 


rf'Z  =    ,  '     ,  [d\{t  d\  -sd\)  -h  flfY(~*dX  +  rdY)]y 
rt  —  x^ 


R=^^.         8=^1^.        T=       '• 


rt-s''  rt-s''  '~rt-4= 
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formalion  par  polaires  réciproques  par  rapport  au  paraboloïde 

En  eflet,  le  pôle  X,  Y,  Z  du  plan  langent 

o  =  ;  —  z  —  p{^  —  x)  —q{r^—y), 
par  rapporta  ce  paraboloïde,  est  défini  par 
—  X  _  —  Y  _\_  _  Z 

ce  qui  donne  bien,  pour  X,  Y,  Z,  les  valeurs  (5).  Il  est  d'ailleurs 
évident,  a  priori,  que  ton  le  transformation  par  polaires  réci- 
proques est  une  transformation  de  contact. 

Remarque  II,  —  Dans   le   plan,  y  étant    fonction  de  x^  la 
transformation  de  Legendre  est 

\  =-.  y\        Y  =r  —  ^  I  xy\ 

et  l'on  trouve 

C'est  encore  une  transformation  de   polaires  réciproques  par 
rapport  à  la  parabole  2r,  —  ^-  =  o. 

110.    Transformation  de  Sophus  Lie.   —  Elle   s'écrit  sous  les 
deux  formes  équivalentes  : 

q  —  X 
<9)  {X-'V-f^^. 


ou 


(9') 


q-X 

X-f-tY-h^-+-    xZ     =o, 
x{\  —  t  Y  )  -h  7  —  Z  =  o. 

q  —  X 


Pour  vérifier  qu'elle  est  de  contact,  calculons  P  et  Q.  A  cet 
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effet,  selon  la  règle,  différenlions  les  équations  (9')  en  y  rempla- 
çant de  siiile  dz  par  [p  dx  +  q  dy).  Les  deux  premières  donnent 

(    </X -h   idY-^xdT.-^   dx{Z^p)   -f- </ ^^  =  o, 
^'^^  \  (,d\  —  id\)x  —  d'L-+-dx{\—i\)-^    dy   =0. 

Il  est  inutile  de  dilFérenlier  la  troisième  équation  (9'),  car  les 
deux  relations  (10)  suffisent  pour  éliminer  rf.2r  et  rfj'.  En  eflet,  mul- 
tiplions la  seconde  par  —  y  et  ajoutons  à  la  première  ;  dy  disparaît 
et  il  reste 

{dyi-^id\)—qx(d\  —  id\)^dZ{x->rq)^dx[7.-^p  —  q{\—i\)]  =  o. 

Je  dis  que  le  coefficient  de  dx  est  nul  :  il  suffit,  pour  le  voir, 
d'y  remplacer  Z  et  X —  /Y  par  leurs  valeurs  tirées  de  (9).  Il 
reste  donc 

rfZ  (  j-  -j-  q)  --■-  d\  {q  X  —  i)-    îdY(q  x  -+■  i), 

d'où 


y  x-^q 

ce  qui  prouve  bien  que  la  transformation  de  Lie  est  de  contact. 

Remarque.  —  Inversement,  si  Ton  se  donne  X,  Y,  Z,  P,  Q, 
on  détermine  x^y^  z,  p,  q  comme  il  suit. 

Les  équations  (1 1)  donnent  ^r^  et  ^  +  y,  d'où  deux  systèmes 
de  valeurs  pour  x  et  q;  la  première  équation  (9')  donner,  la 
seconde  donne  y  et  la  troisième  /?,  sans  ambiguïté  dès  que  x 
et  q  sout  connus.  Donc  à  un  élément  x,  y,  z^  /?,  q  correspond, 
par  (9)  et  (11),  un  seul  élément  X,  Y,  Z,  \\  Q;  inversement,  à 
un  élément  X,  Y.  Z,  P,  Q  correspondent  deux  éléments  x^y,  z^ 

m.  Propriété  de  la  transformation  de  Lie.  —  Elle  change  les 
droites  en  sphères. 
Si,  en  effet,  le  point  x,  y^  z  décrit  la  droite 

(n)  y=ax-\-nij         z  =  bx -h  n, 

un  élément  appartenant  à  la  droite  sera  formé  par  le  point  x,  y,  z 
et  par  un  plan  de  coefficients  (p,  y,  —  1)  passant  par  ce  point  et 
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contenant  la  droite.  On  a  donc 

(r3)  p-^  aq  —  b=  o, 

en  exprimant,  ce  qui  suffit,  que  le  plan  est  parallèle  à  la  droite  (12). 

Le  lieu  du  point  X,  Y,  Z,  c'est-à-dire  la  surface  transformée  de 
la  droite,  s'obtiendra  en  éliminant  47,  y,  ^, /?,  q  entre  les  trois 
équations  (9'),  les  deux  équations  (12)  et  l'équation  (i3). 

Pour  faire  l'élimination,  tirons  j^,  z  et/?  de  (12)  et  (i  3),  en  fonc- 
tion de  ^  et  de  ^,  et  portons  dans  les  trois  équations  (9').  Il  vient 


X 

-Ht  Y 

-h/i-ha7(Z-u 

b) 

= 

0, 

m 

-Z 

-^x{\  — 

i\ 

-4- a)  =3 

0. 

Il  est  inutile  d'écrire  la  troisième  équation,  qui  contiendrait  g, 
car  on  peut  éliminer  x  entre  les  deux  premières  (*).  On  trouve 
ainsi 

(i4)    X*-4-Y«-t-X(a-hn)-i-tY(a  — /i)-f-Z«-i-Z(6  — m)-+-a/i  — 6m  =  o; 

équation  d'une  sphère,  et  d'une  sphère  générale,  car  l'équation 
dépend  effectivement  des  quatre  paramètres  «,  b,  m  et /i. 

On  voit  ainsi  qu'à  une  droite  en  x,  y,  z  correspond  une  sphère 
en  X,  Y,  Z;  inversement,  à  une  sphère  correspondent  deux 
droites  :  car,  se  donner  la  sphère  (i4)j  c'est  se  donner  a  +  n, 
a  —  /i,  c'est-à-dire  a  el  n;  b  —  m  et  6/n,  c'est-à-dire  deux  sys- 
tèmes de  valeurs  de  b  el  m.  Une  des  droites  se  déduit  de  l'autre 
en  changeant  6  en  —  m  et  m  en  —  b;  car  ce  changement  n'altère 
pas  b  —  m  et  bm. 

112.  Applications.  —  En  vertu  de  la  transformation  de  Lie,  la 
géométrie  des  systèmes  de  sphères  est  ramenée  à  celle  des  sys- 
tèmes de  droites,  et  ce  seul  énoncé  fait  comprendre  toute  l'im- 
portance de  la  proposition  ci-dessus.  Nous  en  indiquerons  plus 

(•)  Plus  généralement,  si  a:,  ^,  z  décrit  une  courbe, 

la    surfoce   transformée  s'obtient  en  éliminant  a?,  y,  z  entre    les  deux   équa- 
tions/=  o,  ^  =  o  et  les  deux  premières  équations  (9'). 


CHAPITRE   III.   —   CHANGEMENTS  DE  VARIABLES.  I09 

tard  une  conséquence  ioléressanle;  bornons-nous  ici  à  quelques 
remarques. 

Soil  s  une  surface  réglée,  c'est-à-dire  admettant  une  infinité 
siiTiple  de  génératrices  reclilignes:  à  ces  génératrices,  la  trans- 
formation de  Lie  fait  correspondre  des  sphères  qui,  d'après  une 
des  remarques  du  n"  107,  touchent,  chacune  suivant  une  ligne,  la 
transformée  S  de  5.  Ce  résultat  s'énonce  ainsi  : 

La  transformée  d'une  sur/ace  réglée  est  l'enveloppe  d'une 
série  simplement  infinie  de  sphères. 

A  deux  droites  qui  se  coupent  correspondent  (n**  107)  deux 
sphères  tangentes  en  un  point. 

Ces  deux  remarques  permettent  de  transformer  la  propriété 
qu'a  rhjperboloïde  à  une  nappe  d ^admettre  deux  séries  de  géné- 
ratrices reclilignes,  telles  que  les  génératrices  d'une  série  ren- 
contrent celles  de  l'autre;  on  voit  ainsi  que  : 

Il  existe  une  surface  Jl(la  transformée  de  l' hyper boloïde) 
qui  est  V enveloppe  de  deux  séries  simplement  infinies  de 
sphères;  chaque  sphère  d'une  série  touche  chaque  sphère  de 
l'autre  série. 

L'hyperboloïde  est  le  lieu  des  droites  s'appu}rant  sur  trois 
droites  fixes;  donc 

La  surface  S  peut  être  regardée  comme  V enveloppe  des 
sphères  qui  touchent  trois  sphères  fixes. 

La  surface  2  est,  comme  on  le  verrait  directement,  du  qua- 
trième ordre;  on  la  nomme  cyclide  de  Dupin;  nous  la  retrou- 
verons plus  tard. 
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CHAPITRE  IV. 

FORMATION    DES    ÉQUATIONS    DIFFÉKENTIKLLKS. 


I.  ~  FONCTIONS  D'UNE  SEULE  VARIABLE. 


113.  Il  esl  souvent  avantageux,  pour  l'élude  des  fonctions,  de 
former  les  équations  différentielles  auxquelles  elles  satisfont  :  on 
appelle  équation  différentielle  une  relation  entre  une  variable, 
une  fonction  de  celte  variable  el  les  dérivées  de  cetle  fonction; 
Vordre  d'une  é(|ualion  didérenlielle  est  celui  de  la  dérivée  d'ordre 
le  plus  élevé  qui  y  figure. 

Si  Ton  a 

on  en  déduit 


y"=^f"{x), 


et  toule  combinaison  de  ces  ('(juations  fournira  une  équation 
différentielle  à  laquelle  satisfera  la  fonction  j;  une  fonction 
donnée  satisfait  donc  à  une  infinité  d'équations  différentielles  de 
n'importe  quel  ordre. 

Dans  les  applications,  le  problème  ne  se  pose  pas  avec  cetle 
généralité;  la  plupart  du  temps,  la  fonction  donnée,  y,  dépend 
d'un  certain  nombre  de  coefficients  constants,  et  Ton  se  propose 
de  former  une  équation  différentielle  à  la(|uelle  satisfasse  Y-, 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  ces  coefficients, 

La  fonction  y,  de  jc,  est  donc  supposée  définie  par  une  relation 

(I)  F(:r,j,  G,,Gj,  ...,G,0=o, 

renfermant  n  constantes^  on  eu  déduit,  par  des  dérivations  suc- 
cessives, 

OV        oV     , 

^    '  ôx^  <Kr  Oy         dy-  Oy 
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Après /i  dérivations,  on  aura  (n  -h  i)  équations  (i),  (2),  (3),  ..., 
entre  lesquelles  on  éliminera  les  n  quantités  C|,  Ca,  ...,  C^;  le 
résultat 

?(-2^,r,/. y»  •••».>'")  =  0 

sera  une  équation  différentielle  d'ordre  /i  (*),  vérifiée  par  la  fonc- 
tion j^,  quels  que  soient  C|,  Co,  ...,  C,,  :  elle  convient  à  toutes  les 
fonctions^  définies  par  l'équation  (i),  où  C|, ...,  C,j  sont  des  con- 
stantes arbitraires.  Voici  des  exemples. 

114.  équation  différentielle  des  droites  du  plan.  —  La  fonc- 
tion j^  est  définie  par 

Cl  etCj  étant  des  constantes  arbitraires;  la  méthode  précédente 
conduit,  pour  j/',  à  l'équation  différentielle  évidente 

iio.  équation  différentielle  des  cercles  du  plan.  —  La  fonc- 
tion^ est  définie  par 

xi  -i-yi  -4-  '2  X  J7  H-  -2  iiy  -h  A  =  o, 

A,  ji,  h  étant  des  constantes  arbitraires.  Appliquons  la  méthode; 
on  a,  en  dérivant  trois  fois, 

x-hyy'-i-  X  -h  iiy  ^-  o, 

d'où,  en  éliminant  a  entre  les  deux  dernières  relations, 

c^est-à-dire 

Celte  équation  exprime  que  le  rayon  de  courbure  est  constant  ; 


(')  Ce  raisonnement  montre  que  l'équation  est  au  plus  d'ordre  /i;  on  verra, 
(Idns  le  Cours  de  seconde  année,  que  l'ordre  est  exaclcnient  «,  lorsque  y  dépend 
effectivement  de  n  constantes  arbitraires. 
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car,  en  écrivant  que  la  dérivée  logarithmique  de  '-^ —  est  nulle, 

on  aurait 

116.  Équation  différentielle  des  coniques.  —  La  relation  entre 
y  Qi  X  peut  s'écrire 

y  =  ax  H-  6  H-  /ma?* -h  inv  -+■  p, 
a,  bj  m,  n,p  étant  des  constantes  arbitraires.  Dérivons  deux  fois  : 

y  =  a  -{-(mx  -h  n){mx^-h  2nx-h p)"  ^, 

y=m(mx*-h2nx-hp)    ^—{mx -h  n)^(mx^'i' ^nx -h p)    *, 
c'est-à-dire 

_  3 

y=(mx*-h'2nx-+-p)    ^(mp  —  n^), 

d'où 

-1  -1 

Trois  dérivations  successives  vont  annuler  le  second  membre; 
l'équation  différentielle  cherchée  prend  ainsi  la  forme  simple 

(y-3)"'=o. 

Dans  les  paraboles,  m  =  o;  il  suffit  donc  de  deux  dérivations 
pour  annuler  le  second  membre  et  l'équation  différentielle  des 
paraboles  est 

Ces  deux  équations  développées  donnent,  pour  les  coniques, 

pour  les  paraboles, 

Remarque*  —  L'équation  différentielle  des  paraboles  signifie, 
géométriquement,  que  les  tangentes  aux  courbes  diamétrales,  aux 
points  où  celles-ci  coupent  la  courbe,  sont  parallèles.  En  effet,  le 
coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe  diamétrale  au 
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point  (Xy  y)  d'une  courbe  plane  est  (n**  72)  y'  —  3  ~  ;  en  écrivant 

qu'il  est  indépendant  de  Xf  c'est-à-dire  que  sa  dérivée  est  nulle, 
on  trouve  l'équation 

117.  Élimination  des  constantes  arbitraires  dans  le  cas  de 
plusieurs  équations.  —  Soient,  par  exemple,  deux  fonctions  y  et  z, 
de  X,  définies  par  les  deux  équations 

/{x.y,  Zy  Cl,  ...,  G„)=o,        f^(x,y,z,  C,,  ...,  C„)  =  o. 

Pour  avoir  une  équation  difTérentielle  vérifiée  par  y,  quelles 
que  soient  les  constantes  C|,  C2,  .. .,  C^,  on  dérivera  n  fois,  par 
rapport  à  x^  chacune  des  équations  données;  on  obtiendra  ainsi, 
en  tout,  2/1-1-2  équations,  entre  lesquelles  on  éliminera  les  2/1-I-1 
quantités  C|,  C2,  ...,  C,i  et  z,  z\  z" ^  ...,  2";  il  restera  une  équa- 
tion différentielle  d'ordre  n  en  ^. 

On  pourra  aussi  éliminer  z  entre  les  deux  équations  /=  o,  'f  =  o, 
ce  qui  ramènera  au  cas  d'une  seule  équation 

F(^ï7.  G,,  ...,  G«)=o, 

qu'on  traitera  comme  on  l'a  indiqué  plus  haut. 


II.  —  FONCTIONS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES. 


118.  On  opère  d'une  manière  analogue  dans  le  cas  d'une  fonc- 
tion de  plusieurs  variables  indépendantes;  si  l'on  a,  par  exemple, 
une  fonction  z,  de  x  Qiy,  définie  par  l'équation 

(4)  /(^,r.  ^,  Cl,  G„  ...,  G„)=o, 

on  dérivera  successivement  par  rapport  à  chacune  des  deux  va- 
riables indépendantes.  Gomme  il  y  a  A*  +  i  dérivées  partielles 
d'ordre  A",  quand  on  aura  écrit  toutes  les  dérivées  de  (4)  par 
rapport  à  x  et  y  jusqu'à  l'ordre  h  inclusivement,  on  aura  en  tout 


l-f-2  H-  3-}-...-i-(A-i-l)=  -(/t-M)(AH-2), 


H. 
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ëqualionSy  et  l'on  s'arrêtera  dès  que  ce  nombre  sera  supérieur  à  /i. 
L'élimination  de  C|,  C2)  -  --,  Cn  conduira  alors  à 

-  (A  -+- 1)  (A  -H  2) —  n 

équations  aux  dérivées  partielles  (*  )  d'ordre  A,  auxquelles  satisfera 
la  fonction  :;,  quelles  que  soient  les  constantes  C|,  .  .  .,  C«. 

119.  Mais,  dans  le  cas  des  fonctions  de  plusieurs  variables,  on 
peut  aller  plus  loin  et  éliminer  non  seulement  des  constantes, 
mais  des  fonctions  arbitraires. 

Soit,  par  exemple,  une  fonction  z,  de  x  ei  y,  définie  par 

011  F  est  une  fonction  donnée;  a,  p,  y»  •••»  ^^  ^^^  fonctions 
données  de  a:,  j',  ,3  ;  et  tpi ,  cpj,  .  . . ,  o„  des  fonctions  arbitraires. 
L'équation  (5)  définit  ainsi  une  infinité  de  fonctions  z  ou,  géomé- 
triquement, une  famille  de  surfaces  qui  dépend  de  n  fonctions 
arbitraires. 

Pour  former. une  équation  aux  dérivées  partielles  vérifiée  parr 
quelles  que  soient  les  fonctions  ©j,  cp2,  .  .  . ,  Ç/i,  dérivons  encore  la 
relation  (5)  par  rapport  aux  deux  variables  indépendantes  x  et  r. 
il  vient  : 

dF       dF  àF    ,  ^      /doL    .       da\ 

dF       dF 

éy-^Tz^^ =  ^' 

en  posant  toujours  p  =  --;  q  =1  ^'  On  obtient  ainsi  deux  nou- 
velles équations,  mais  on  introduit  n  quantités  nouvelles,  ç, , 
Ta»  •  •  •  »  ?«•  ^"  dérivant  une  seconde  fois,  on  ajoutera  trois  équa- 
tions et  toujours  n  quantités  nouvelles,  ç*,  •  .  . ,  ©'^  ^  quand  on 


('  )  Une  équation  difTérenticIIe  aux  dérivées  partielles  est  une  relation  entre  des 

variables  indépendantes  a?,  y,  . . .,  une  fonction  z  de  ces  variables,  et  les  dérivées 

partielles  de  z  par  rapport  k  a:,  y, L'ordre  d'une  telle  équation  est  celui  de 

d^z 
la  dérivée  partielle  de  js  d'ordre  le  plus  élevé  qui  y  figure;  ainsi  -5 — -.—  =  s  est 

une  équation  du  second  ordre. 
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aura  pris  toutes  les  dérivées  de  (5)  jusqu'à  l'ordre  h  (inclusive- 
menl),  on  aura  en  tout 

l_+_2-t-...-+-(A-4-l)=  -  (A-4-i)(/i-i-2) 

équations,  entre  lesquelles  il  faudra  éliminer 

oi,    ?î,    ..-,    ?«;      ?M    ••-    ?«;       •••".      ?u    •••.    ?/!, 

soit  en  tout  /i(A-j-i)  quantités.  Donc,  lorsque  h  sera  pris  assez 
grand  (ce  qui  est  toujours  possible)  pour  que  l'on  ait 

i(/i-hi)(/i-4-2)>n(A-^i), 
l'élimination  pourra  se  faire  (*),  et  l'on  obtiendra  ainsi 

i(A-+-i)(/i-f-2)-/i(A-4-i), 

équations  aux  dérivées  partielles  d'ordre  h  (^),  vérifiées  par  la 
fonction  z^  quelles  que  soient  les  fonctions  arbitraires  co. 

120.  Exemple  I.  —  Équation  aux  dérivées  partielles  des 
cylindres  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  direction 

X  =  az^        y  —  bz. 

L'équalion  cartésienne  de  ces  cylindres  est,  comme  on  sait, 

(6)  x  —  az=^{y  —  bz\ 

^  étant  une  fonction  arbitraire;  pour  former  une  équation  aux 

dérivées  partielles  vérifiée  par  z,   dérivons  la  relation  (6),  selon 

la  méthode  générale,  par  rapport  aux  variables   indépendantes 

X  ely  : 

i  —  ap  =  —  bp^', 

—  aq  ={\  —  bq)o\     , 

d'où,  en  éliminant  o', 

{i-'ap)(\—bq)=  abpq, 

(')  Il  suffit  de  prendre  h  tel  que  (A-+-i)(/i-r2--2/i)>o,  c'csl-à-dire 
h=2n  —  I,  et  le  nombre  des  équations  aux  dérivées  partielles  est  n.  Il  est 
possible  d'ailleurs  qu'on  puisse  faire  TéliminatioD  des  fonctions  arbitraires  avec 
moins  de  dérivations. 

{')  L'ordre  peut  être  inférieur  à  h. 
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c'est-à-dire 

ap-h  bq  --1  =  o  (>). 

121.  Exemple  II.  —  Équation  aux  dérivées  partielles  des 
cônes  de  sommet  donné,  a,  b,  c, 

L'équatîon  cartésienne  de  ces  cônes  est 

X  —  a        *  \x  —  a  J 

Dérivons  par  rapport  k  x  eiy  \ 

p(x  —  a)—(z  —  c)  _ _    y  —  b      , 

X  —  a       X  —  Cl 
d*oii,  en  éliminant  cp', 

p(x  —  a)-hq(y--b)=  5-  c  («). 

122.  Exemple  III.  —  Équation  aux  dérivées  partielles  des 
fonctions  homogènes. 

Une    fonction  homogène,  z,    de  deux  variables  x  et  y^    et 
d'ordre  m,  est  définie  par  la  relation 


-' =-'"?(?)' 


où  ç  est  une  fonction  arbitraire.  Dérivons  encore  par  rapport  à  x 
eiy: 


d*oii,  en  éliminant  cp  et  cp', 
c'est-à-dire 


n  =  nix"*~^  —  —  a?"»— îy — ± —  • 


mz  =  px  -i-  qy. 


(*)  Celte  équalion  exprime  que  le  plan  tangent  à  la  surface  au  point  x^  y^  j«, 
plan  dont  les  coeflicients  (  n»  48)  sont  /?,  q^  —  i,  est  parallèle  à  la  direction  a,  b^  i 
des  génératrices;  on  aurait  donc  pu  l'écrire  directement. 

(*)  Cette  équation  exprime  que  le  plan  tangent  au  point  x^y^  z,  c'est-à-dire  le 
plan  /?(X  — x)+  çr(Y— X)  — (Z  —  5)  —  0,  passe  par  le  point  a,  6,  c. 
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123.  Exemple  IV.  —  Équation  aux  dérwées  partielles  des 
surfaces  réglées  dont  les  génératrices  rencontrent  taxe  des  z. 

Une  droite  rencontrant  0;5  a  pour  équations 

y  =z  mx^        z  =  ax-\-  b; 

pour  qu^elle  engendre  une  surface,  il  faut  que  m,  a,  b  soient 
fonctions  d*un  même  paramètre,  c'est-à-dire  que  a  el  b  soient  des 
fonctions  de  m; /(m)  el<f{m).  L'équation  de  la  surface  engendrée 
est  alors 

(7)  ^=-/©+?(f)- 

Pour  former  une  équation  vérifiée  par  2,  quelles  que  soient  les 
fonctions/  et  <p,  dérivons  par  rapport  k  x  et  y  : 

Ç=         ^  (^/'-+-?')» 
d'où  y  en  éliminant  j;y'+ cp', 

La  fonction  y  a  disparu  (*);   il  reste  à  faire  disparaître  f. 
Dérivons  encore  (8)  par  rapport  à  x  et  y  (2)  ;  nous  obtenons 

5  +  ^Z+y  i   =i/'. 
X         ^   X         x*' 


(')  L'équatioQ  (8)  exprime  que  le  plan  tangent  à  la  surface  au  pointa?,^,  z 
(n»  48)  est  parallèle  à  la   direction  qui  a  pour  paramètres   directeurs   x,  —  > 

/(  ~  |>  c'est-à-dire  i,  /n,  a.  En  d'autres  termes  elle  exprime  que  ce  plan  est  pa- 
rallèle à  la  génératrice  de  la  surface  qui  passe  par  le  point  de  contact,  ce  que 
Ton  savait  a  priori,  puisque  le  plan  contient  la  génératrice.  On  aurait  donc  pu 
écrire  (8)  directement. 
(^)  On  pose,  comme  d'habitude, 

r=^—  -    ^^^  /_  ^. 

~"  dx"^  ^  dxdy  ~~  dy"^ 
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ElimiDODS  euÙQ  f  entre  ces  deux  relations;  il  vient 
ri-* —  'xsjnr  —  tr*  =  o: 

c'est  Fëqoation  cherchée. 

On  aurait  pu  Tobtenir  autrement:  en  effet,  l'équation  '7  ) 
montre  que,  si  Ton  prend  pour  variables  indépendantes  x  ^  u 

el  •  -  =  i*.  à  la  place  de  x  et  v,  on  a 

quelles  que  soient  les  fonctions  y  el  3.  Transformons  cette  équa- 
tion différentielle  en  revenant  aux  variables  x  et  >-;  la  formule  (8  ) 
da  n*  96  nous  donne 

<^-        «         . 

=   — -  (  rx'  —  ISTY  -r-  /  v'  ». 

du^        J-*  .  -    - 

L*éqaation  différentielle  est  donc  bien 

rx* -r-  'isxy  —  //'  =  o. 

124.  Élimination  des  fonctions  arbitraires  dans  le  cas  de  pln- 
sienrs  équations.  —  Si  Ton  a,  par  exemple,*  deux  fonctions,  ^  et  /, 
de  deux  variables  indépendantes  j*,  y  définies  par  deux  équa- 
tions contenant  n  fonctions  arbitraires,  3|,  ...,  ^/i  ('),  pour  former 
une  équation  différentielle  à  laquelle  satisfasse  z^  quelles  que 
soient  les  fonctions  o,-,  on  prendra  encore  les  dérivées  partielles, 
par  rapport  à  x  ely^  des  deux  équations  données  jusqu'à  Tordre  h 
inclus  :  on  aura  ainsi  en  tout 

2-  (  A  -f-i)(A-i-  a) 

équations,  entre  lesquelles  on  éliminera  :  1^  les  /i  fonctions  cp  et 
leurs  dérivées  ©',,  . . .,  ©^,  . . .,  Oj'*^  . . .,  cp^f^  jusqu'à  l'ordre  A,  soit 
/i(A-i-i)  quantités;   2®  la  fonction  t  et  ses  dérivées  partielles 


(»)  Comme  plus  haut,  les  ©,,  .-•,?»  sont  des  fonctions  arbitraires  respective- 
ment de  n  quantités  a,  p,  . .  ^  \  qui  elles-mêmes  sont  des  fonctions  données  de 
X,  y^  z^  t',  ainsi 
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jusqu'à  l'ordre  A,  soit  -(A  -f-  i)(A  -|-  2)  quantités.  On  devra  donc 
prendre  h  assez  grand  pour  que 

i  (  A -M)  (  A -+- 2)  >  n(  A -T- ï), 
2 

ce  qui  est  toujours  possible  {voir  le  n"  119). 

Un  cas  particulier  intéressant  est  celui  011  ©i,  ç^î  •••?  'f«  sont 
des  fonctions  arbitraires  delà  seconde  fonction  ^,  seule.  Dans  cet 
ordre  d'idées,  on  se  bornera  à  indiquer  deux  exemples;  le  cas 
plus  général  donnerait  lieu  à  des  calculs  analogues. 

12o.  Exemple  I.  —  Équation  aux  dérivées  partielles  des 
sur/aces  réglées.  —  Les  équations  d'une  droite  étant 

(  j?-+-a-5-ha  =  o, 

cette  droite  engendrera  une  surface  si  a,  6,  a,  ^  sont  des  fonc- 
tions d'un  paramètre  t.  Les  deux  équations  (9)  définissent  alors 
z  et  t  comme  fonctions  des  deux  variables  indépendantes  x  et  y^ 
et  l'on  demande  de  former  l'équation  aux  dérivées  partielles  que 
vérifie  z^  quelles  que  soient  les  fonctions  a,  p,  a,  6,  de  /. 

A  cet  effet,  dérivons  successivement,  par  rapport  aux  variables 
indépendantes  J?  et  j^,  les  équations  (9);  nous  obtenons 


(9') 


<9V) 


-a- \- (a  z  -\-  a.  ) -^r-  =0, 

dx  d,v 

àz        .    ,  ,,  Ot 

ày       ^  '  ày 

w    àz  ,  ,,  a,      àt 

b—  -^(b'z  -hQ')3-  =0, 
dx       ^  '   '  dx 

.b^^{b'z-r-^')^    =0, 

dy  dy 


en  désignant  par  a',  b\  a',  fJ  les  dérivées  de  a,  6,  a,  p  par  rap- 
port à  t. 

Entre  les  deux  équations  (9')  éliminons  (a'^-na');  il  vient 

•     dz        /dt\ 
(10)  '-^''dx_  [dx) 


,  dz  l  dt  \ 

"ô^         \Ty) 
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De  même  les  deux  équations  (9'')  donnent 

àz  /  dt\ 


b 


__  \dx} 


d'où,  par  élimination  du  quotient  ^-  I  ;r-» 

V  dx)  V  ày)"  "    dx  ôy' 

c'est-à-dire 

/     \  dz        .dz 

(m)  a- h6  —  -hi  =  o. 

ox  ôy 

Cette  équation  n'est  pas  l'équalion  différentielle  en  z  cherchée, 
puisqu'elle  contient  encore  les  fonctions  arbitraires  a  et  6,  de  /; 
pour  oblenir  une  nouvelle  relation,  dérivons-la  par  rapport  aux 
variables  indépendantes  x^  y;  il  vient 


a  — 

dx^ 

d^z         .    à^z 
a 


dx  dy       \     dx  ày  )  àx  ~~ 

h    —  (   '^^       b'^A—  - 

dx  dy    '        dy^         \     dx  ày  j  dy  '^     ^ 


d»    »            ,  I •     •         .      /  dz         f  f  dz 
OU,  en  éliminant  a! h  c>  t-  > 

dx  dy 


d'^z        ^    d^z 
a-r—z  -h  0- 


,     ,  ^  dx^  dx  dy 

a 


\dx) 


dxdy  dy^  '     {dyj 

Or,  en  vertu  de  (10),  puis  de  (i  i), 


/dt^  _ 

,      .                                      \dxj         ^^^dx            b 
(12)  ^  — 


'dt\  dz 


(I)   " 


d^  a 

ày 


On  a  ainsi,  en  portant  cette  valeur  dans  (i  i'), 

^à^z  ,    d^z         .^d^-z 

^  dx^  dxdy  dy^ 

nouvelle  équation  qui  contient  encore  a  et  6.  Les  quatre  équa- 
tions (9),  (11),  (i3)  ne  suffisent  pas  pour  éliminer  a,  6,  a,  P;  il 
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faut  une  relation  de  plus,  que  nous  obtiendrons  de  la  même  ma- 
nière, en  dérivant  (i  3)  par  rapport  kx  eiy  : 

a*  -T—-  -\-iab- 


dx^  dx^  dy 

a*  -— r-, — h  '1  ah 


-h 

6« 

d^z 
âxdyt 

âx 

—  0, 

-+- 

6« 

d^z 

ày^ 

dy 

=  0, 

dx^  dy  âx  dy 

M  désignant  la  dérivée,  par  rapport  à  /,  du  premier  membre 
de  (i3);  on  en  conclut,  en  éliminant  M  et  en  recourant  encore  à 
l'équation  (12)  : 


^â^z  ,     â*z  ,.    d^z 

^    ^— -  -h  lab  -T-z-r h  o» 


,_ ^ (Èi\ 

dx^  dx^dy  dx  dy^  _  V^^/   _       ^ 

d^z  \     ~d^  T7à^  ~  f  àt\  *~  "~  a  ' 


,     d^z  d^z  z,j^'     (^\ 

dx^  dy  dxdy^  dy^        \^y ) 


ce  qui  s'écrit 

et  l'équation  cherchée  s'obtiendra  en  éliminant  le  rapport  t  entre 

(i3)et(i4) 

126.  Remarque.  —  On  aurait  pu  arriver  plus  simplement  à  ce 
résultat.  On  a  en  effet,  sur  la  surface  réglée,  quelles  que  soient 
les  variables  indépendantes  choisies  (n**  42), 

d^z  —  r  dx^  -^  is  dx  dy  -\-  t  dy^ -\-  pd^x  ~{-  q d^y, 
et,  par  une  nouvelle  différenliation  : 

d^z  =  -r—  dx*-\-  3  ,   ,  ,    dx*  ay-hZ^  --zdx  dy^-h  -7— r  ov» 
dx^  dx-dy  ^  dx  dy^         -^        dy^   -^ 

-h  Zr  dxd'^x  -+-  Z5{d'^x  dy-{-  dxd*y)-\-  3t  dyd*y  -^ pd^x  -h  qd^y. 

Appliquons  ces  formules  au  cas  où  l'on  se  déplace,  à  partir  d'un 
point  quelconque,  Xq,  ^0,  ^o»  de  la  surface  réglée,  sur  la  généra- 
trice rectiligne  qui  passe  par  ce  point  :  il  n'y  a  plus  alors  qu'une 
seule  variable  indépendante,  x  par  exemple  ;y  et  z  sont  des  fonc- 
tions de  x^  et  les  deux  équations  précédentes  fournissent  encore 
les  valeurs  correspondantes  de  d^z  et  d^z,  pourvu  qu'on  remplace, 
dans  les  seconds  membres,  d^x  et  d^x  par  zéro,  et  dy^  d^y,  d^y 
par  leurs  valeurs  en  fonction  de  dx. 
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Or,  sur  la  génératrice  considérée,  y  el  z  sont  des  fondions 
linéaires  de  :r,  de  la  forme  mx-^-n  el  ni'x-^n',  de  sorte  que  rf^v, 
d'^z^  d^yj  d^z  sont  nuls,  puisque,  par  hypothèse,  d-x  et  d^x  le 
sont.  Les  équations  ci-dessus,  qui  donnent  d'^z  et  d^ z  deviennent 
alors  : 

o  =  r  dx'^  -^  is  dx  dy  '\- 1  dy^^ 

o  =  Ç^  ^x.  ^  3  -^  dx^  dy  -^  3  -^'-  dx  dy^^  ^  dy\ 
dx^  dx^dy  -^  dx  ây^  *^         ày^   ^ 

et  elles    doivent   être    vérifiées    simultanément,    en    tout    point 
^0?  yo^  ^0  de  la  surface  réglée,  pour  une  valeur  convenable  du 

dv 
rapport  -—•  L'élimination  de  ce  rapport  conduit  donc  à  une  équa- 
tion entre  les  dérivées  secondes  et  troisièmes  de  z^  vérifiée  en  tout 
point  de  toute  surface  réglée,  et  l'on  retombe  ainsi  sur  la  conclu- 
sion du  numéro  précédent. 

127.  Exemple  II.  —  Équation  aux  dérivées  partielles  des 
sur/aces  développables.  —  On  nomme  surface  développable 
Tenveloppe  d'un  plan  mobile  dont  les  coefficients  dépendent  d^un 
seul  paramètre  t.  L'équation  du  plan  mobile  étant 

(i'3)  z  =  ax  -\-hy  -^c^ 

où  a,  6,  c  sont  des  fonctions  de  ï,  l'équation  de  la  surface  s'ob- 
tiendra en  éliminant  /  entre  la  relation  (i  5)  et  sa  dérivée  par  rapport 

àf(') 

(i(i)  o  =  a' X -^-h'y ->r- c' . 

Les  deux  équations  (i5)  et  (i6)  définissent  ^  et  ^  comme  fonc- 
tions des  variables  indépendantes  ^  et  j^;  pour  former  l'équation 
différentielle  en  ^,  dérivons-les  par  rapport  à  ^  et  ^.  Il  vient,  en 
dérivant  (i5), 

i         àz  ,    ,  ,,  ,    àt 

ôy  ^  Oy         ^ 


('  )  On  reviendra  sur  ce  point  dans  la  théorie  des  enveloppes  de  surfaces. 


, 
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OU,  en  tenant  compte  de  (i6), 

idz 

Il  est  inutile  de  dériver  (16);  ce  calcul  introduirait  a'',  6",  c", 
qui  ne  figurent  pas  dans  (17)  ni  dans  ses  dérivées,  et  qu'il  faudrait 
ensuite  éliminer.  Dérivons  donc  les  équations  (17);  nous  obtenons 

â*z  ,  ôt  â*z         .,  dt 

àx^  dx  oxày  ox 

d^z  ,  dt  d^z  ,,  dt 

dxdy  ày  ày*  dy 

d'où,  en  éliminant  al  el  6', 

\dx*)     __  \àx)  _  \âxây) 

/ô^\  -  /^x  -   (ô2z\  • 


On  a  donc 
c'est-à-dire 


dVz  d^z  _/  d^z   y 
dx*  dy^  ~^\dxdyj 


rt  —  s^=  0. 
C'est  l'équation  différentielle  cherchée. 
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CHAPITRE  V. 

SÉRIES. 


I.  -  DÉFINITIONS;  6ÉNÉRÂLITËS. 


128.  Soit  une  suite  indéfinie  de  quantités  réelles 

Wl,      Mj,      ...,      Uni      .... 

Considérons  les  sommes 

5,=  Ml, 
5j=  Mi-hMj, 


Si  la  suite  s^^  s^^  • . .,  5,i,  . ..  tend  (n**  1)  vers  une  limite,  S,  on 
dit  que  la  série 

est  convergente  et  a  pour  somme  S.  Une  série  non  convergente 
est  dite  divergente. 

Si  la  série  converge,  c'est  qu'on  peut,  par  définition  (n®  1), 

étant  donnée  une  quantité  -  e  aussi  petite  qu'on  veut,  assigner  un 
nombre  n  tel  que  l'on  ait 

mod(5;i4.p— S)<  -Ê, 

pour  toute  valeur  nulle  ou  positive  de  p. 
En  particulier  on  a 

mod(S/,—  S)<  -K, 

d'où,  en  observant  que  le  module  d'une  somme  ou  d'une  différence 
est  plus  petit  que  la  somme  des  modules  : 

moà{sn+p—Sn)=^  mod[(5„+p— S)  — (*„— S)]<  -e-t-  -ê  =  e. 
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En  d'autres  termes,  si  une  série  converge  on  peut,  étant  donnée 
une  quantité  e  aussi  petite  qu'on  veut,  assigner  un  nombre  n  tel 
que  l'on  ait,  quel  que  soit  l'entier  positif/?, 

mod{Sn-^p—Sn)<  £; 

ce  qu'on  écrit  aussi  : 

mod  (  Mrt+i -+-  W/i-Hi -+-..•+  w«-»-/»  X  e. 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  vraie,  c'est-à-dire  que, 
si  l'on  peut  ainsi  déterminer  n,  la  série  proposée  converge  :  nous 
ne  donnerons  pas  la  démonstration,  qui  est  assez  longue,  mais 
n'offre  aucune  difficulté.  Nous  n'aurons  d'ailleurs  pas  besoin  de 
cette  réciproque. 

129.  Conséquences  immédiates  de  la  définition.  —  i°  Pour 
qu'une  série  converge,  il  est  nécessaire  que  le  terme  général 
tende  vers  zéro,  car 

et  les  inégalités  nécessaires 

mod(5„H_p— S)<  -8,        mod(5„^p_,— S)<  -s, 

entraînent,  comme  au  n*  128, 

mod  Un-^-p  =  mod  [( Jm-p  —  S  )  —  (  Sa-^-p-i  —  S  )]  <  s. 

2**  Une  série  à  termes  positifs,  pour  laquelle  les  sommes 
5,,  ^2,  ...,  5;i,  ...  restent  inférieures,  quel  que  soit  n,  à  un 
nombre  fixe  M,  est  convergente. 

Car  une  quantité  variable  5,i,  qui  croit  constamment  sans  pou- 
voir dépasser  un  nombre  fixe  M,  a  une  limite. 

3*»  Une  série  à  termes  positifs  dont  les  termes  sont  inférieurs 
ou  égaux  aux  termes  de  même  rang  d'une  série  convergente 
à  termes  positifs  est  convergente. 

Car,  si  M  est  la  somme  de  la  seconde  série,  les  sommes 
5,,  5),  ...,  Sni  prises  dans  la  première,  sont  évidemment  infé- 
rieures à  M. 
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4"^  Une  série  à  termes  positifs  et  négatifs  converge  si  la 
série  des  valeurs  absolues  de  ses  ternies  coniferge. 

Car,  si  Sp  et  — Sç  sont  les  sommes  des  p  termes  positifs  et 
des  q  =^  n — p  termes  négatifs,  compris  dans  les  n  premiers 
termes  de  la  proposée,  l'hypothèse  est  que  Sp-hSgdL  une  limite 
finie  L.  Il  en  résulte  que  Sp  et  Sq  ont  séparément  des  limites 
finies  A  et  B,  puisque  chacune  de  ces  quantités  croît  en  demeu- 
rant inférieure  à  L.  Or 

*/i  =  */»  —  Sqy 

d'où 

\\msn=  Um{sp—  Sq)  =  VimSp —  lim5<7=  A  —  B, 

ce  qui  montre  que  la  proposée  converge  et  a  pour  somme  A  —  B. 
La  réciproque  n'est  pas  vraie,  c'est-à-dire  que  la  proposée  peut 
converger  sans  que  la  série  des  valeurs  absolues  converge. 
Un  exemple,  classique  dans  les  Cours  d'Algèbre,  est  celui  de  la 

série  harmonique  alternée  i ^s"~I~^**»  ^"^  converge, 

alors  que  la  série  harmonique  i  -r  7  -r  o  "^  7  -i--  •  •  diverge. 


5°  Si  l'on  multiplie  par  des  nombres  positifs  ou  négatifs, 
compris  entre  deux  limites  m  et  M,  les  termes  d*une  série  con- 
vergente, W|M- Wa-i-. .  .-f-  ««+...,  à  termes  positifs,  on  obtient 
une  nouvelle  série  convergente,  a^Ut-r--  --i-  anU»-^. , ,;  et  la 
série  des  valeurs  absolues  des  termes  converge  également. 

Car,  si  a  est  la  plus  grande  des  quantités  moàni  et  modM, 
on  a 

Les  termes  de  la  nouvelle  série  sont  ainsi,  en  valeur  absolue, 
inférieurs  aux  termes  de  même  rang  de  la  série  convergente  à 
termes  positifs  [x(a4 -f-. .  .-j- M«-i-. . .);  la  série  Smod(a;,f^„)  est 
donc  convergente  (3**)  et  il  en  est  de  même  de  la  série  Sa«  Un  (4")' 

6"  Soient  deux  séries  convergentes,  de  sommes  S  et  S'  : 

(S)  Mi-t-  Wî  -h.,  .-h  M«-+-.  .  ., 

(S')  Ml -f- a',-t-...H- M«-l- 
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(^oosidérons  la  série 

^S')  («I-H  U\  )H-(M,-r-Mj)  -h  .  .  .  H- (  W„ -f-  mJ,  )  -+- 

On  a 


d'où 


111115^=  lini(5«-+-  s^n)  =  Hm */!-+-  lim*^. 


La  série  (S")  est  donc  convergente  et  a  pour  somme  S  +  S'^ 
c'est-à-dire  qu''en  ajoutant  terme  à  terme  des  séries  convergentes 
en  nombre  Ji ni ^  on  obtient  une  série  convergente  égale  à  leur 
somnie. 

7"*  Soit   une   série   S   à    termes  positifs,   W|  4-.  •  .-f- w» -^ 

Groupons   autrement  les  termes  sans  changer  leur  ordre;  nous 
obtenons  une  série  S'  : 

S!  S'  converge,  S  converge  également  et  a  même  somme,  car 
la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  consécutifs  de  S 
(à  partir  de  m,)  est  égale  à  la  somme  de  termes  consécutifs 
de  S',  plus  une  fraction  du  terme  suivant  de  S'  :  ce  terme  ten- 
dant vers  zéro,  puisque   S'  converge,  la  proposition  est  établie. 


Séries  à  termes  positifs, 

130.  Les  principales  propriétés  des  séries  à  termes  positifs,  et 
notamment  les  règles  de  convergence  les  plus  importantes,  ont  été 
établies  dans  le  Cours  de  Mathématiques  spéciales;  on  se  bornera 
ici  à  quelques  indications  rapides. 

1°  Lorsqu'une  série  à  termes  positifs  converge,  on  peut^ 
sans  changer  ni  la  convergence  ni  la  somme  de  la  série,  y 
modifier  arbitrairement  V ordre  des  termes. 

Soient  en  effet  s,t  et  s'^  les  sommes  des  n  premiers  termes  dans 
la  série  proposée  et  dans  la  série  modifiée;  S  la  somme  de  la 
proposée.  Il  est  clair  que  ^^^<cS,  et  par  suite  la  série  modifiée 
converge  (n**  129,  a")  et  a  une  somme,  S',  évidemment  telle 
que  S'£  S.  De  même  on  a  Sn  <.  S',  et  par  suite  S  ^  S'. 
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Donc,  par  comparaison, 

S  =  S'.  C.    Q.    F-    D. 

2®  Règles  principales  de  convergeitce.  —  On  se  contentera 
de  les  rappeler,  en  renvoyant  au  Cours  de  Mathématiques  spé- 
ciales pour  les  démonstrations. 

Si,  à  partir  d'un  certain  rang,  le  produit  n^Un  est  compris 
entre  deux  nombres  fixes,  la  série  est  convergente  pour  a  >  i  ; 
divergente  pour  a  <  i . 

Si,  à  partir  d'un  certain  rang,  le  rapport  Un^\  I  ««  reste 
inférieur  à  un  nombre  fixe  plus  petit  que  V unité,  la  série 
converge;  si  ce  rapport  reste  supérieur  à  un  nombre  fixe,  plus 
grand  que  l'unité,  la  série  diverge. 

Si,  à  partir  d'un  certain  rang,  l'expression  \Jun  reste  infé- 
rieure à  un  nombre  fixe  plus  petit  que  l'unité,  la  série  con- 
verge;  si  cette  expression  reste  supérieure  à  un  nombre  fixe 
plus  grand  que  l' unité,  la  série  diverge. 


Séries  à  termes  imaginaires. 

131.   Une  série  Wi  +  «2-+--"-l- w«-h--,  où  Un=^an-^  ibn  est 
dite  convergente  si  les  deux  séries 

sont  convergentes  ;  la  somme  de  la  proposée  est,  par  définition. 

Une  série  est  dite  absolument  convergente  si  la  série  des  mo- 
dules de  ses  termes 


est  convergente.  Cette  définition  s'applique  aussi  aux  séries 
réelles  à  termes  positifs  et  négatifs,  le  module  étant'alors,  comme 
d'ordinaire,  la  valeur  absolue  du  terme. 

Quand  la  série  des  modules  converge,  la  proposée  converge 
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également,  et  même  les  séries  la„  et  Hb»  sont  absolument  con- 
vergentes. Écrivons,  en  effet, 

Un—  ?/i(cos(p«-+-fsin«p«), 

la  série  à  termes  positifs  Sp„  étant  convergente,  les  séries  Sp„cosç„ 
et  Zo,|Sincp/2  sont  absolument  convergentes  (n°  129,  5**)  puisque 
cos<prt  et  sin'{)/2  sont  compris  entre  —  i  et  -+- 1.       c.  q.  f.  d. 

13î2.  Théorème.  —    On  n'altère  pas  la  valeur  d'une  série 
absolument  com^ergente  en  changeant  l'ordre  de  ses  termes. 

Démontrons-le  d'abord  pour  une  série  à  ternies  réels. 

La  série  des  valeurs  absolues  des  termes  étant  convergente,  la 
série  des  termes  positifs  et  celle  des  termes  négatifs  sont  séparé- 
ment convergentes  (n**  129,  4**)»  ^^  de  plus  si  A  et  —  B  sont  leurs 
sommes  respectives,  la  proposée  a  pour  somme  A  —  B  (ibid.).  Or, 
si  l'on  modifie  Tordre  des  termes,  la  série  des  termes  positifs  a 
toujours  pour  somme  A  (n°  130,  i°);  de  même  celle  des  termes 
négatifs  a  toujours  pour  somme  —  B,  et  par  suite  la  somme  de  la 
série  modifiée  est  toujours  A  —  B. 

Considérons  maintenant  une  série  absolument  convergente  de 
terme  général  imaginaire,  Ufi=  an -+-  ibn  ;  on  a  vu  (n°  131)  que  les 
deux  séries  S<2^  et  26,^  convergent  absolument  :  si  donc  M  et  N 
sont  leurs  sommes,  ces  sommes  sont  indépendantes  de  Tordre  des 
termes,  comme  on  vient  de  Tétablir,  et  la  proposée  a  pour  somme 

2  a„  H-  «  S  ^^;,  =  M  4-  N  /, 
quel  que  soit  Tordre  des  termes.  c.  q.  f.  d. 

Corollaires.  —  i''  Si  une  série  est  absolument  convergente  on 
peut,  sans  changer  sa  valeur,  grouper  les  termes  à  volonté.  I^ar 
exemple,  la  série 

a  même  somme  que  M|  +  «2  +  «3  -H  •  •  •  • 

Car,  si  les  termes  sont  réels,  on  a,  en  désignant  par  5^  et  —  Sq 
les  sommes  des  termes  positifs  et  des  termes  négatifs  de  la  pro- 
posée qui  figurent  dans  les  n  premiers  termes  de  la  série  nouvelle, 
H.  9 
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et  en  appelants^  la  somme  de  ces  n  premiers  termes, 

Sf^  =  Sp        Sqj 


d'où 


lim^^j  =  Wmsp —  Iim5<7=  A  —  B, 


quel  que  soît  Tordre  dans  lequel  se  présentent  les  termes  des' 
sommes  Sp  et  Sq, 

Si  les  termes  sont  imaginaires,  ce  raisonnement  s'applique 
séparément  aux  séries  absolument  convergentes  formées  parles 
parties  réelles  et  par  les  parties  imaginaires  des  termes,  et  par 
suite  à  la  série  totale. 

2**  Inversement,  si  Ton  décompose  le  terme  général  d'une  série  : 

W/i  =  ff'a  ■+•  "//  -H  .  .  . , 

et  si  la  nouvelle  série 

ll'l  -H  W^  -h .  .  .  -h  m's  -f-  Z/'i  -h .  .  .  -f-  U',i  -+-//«  +  ... 

est  absolument  convergente,  elle  a  même  valeur  que  ranciennc: 
car,  en  vertu  du  corollaire  précédent,  on  peut  grouper  les  termes 
en 

ce  qui  redonne  la  série  primitive. 

133.  Multiplication  de  deux  séries  absolument  convergentes. 
—  Si  deux  séries 

(s)  «iH-  Mj-h... -h  !/;,-+-.  .., 

(t)  t'|-+-  i>j-h...-+-  P«-h..., 

de  sommes  S  et  T,  sont  absolument  convergentes,  la  série 
^UpVqf  formée  par  les  produits  deux  à  deux  de  leurs  termes, 
écrits  dans  un  ordre  quelconque,  est  absolument  convergente 
et  a  pour  somme  ST. 

Posons  en  effet 

tn=  Vl  H-i'2-H.  ..-f-  V„, 

et  prenons  dans  la  nouvelle  série,   ^UpVq^   un   nombre  quel- 
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conque,  m,  de  termes,  assez  grand  toutefois  pour  contenir  tous 
les  termes  du  produit  Sntn^  Soit  Yl^  la  somme  des  termes  em- 
ployés; on  a 

s;,!  =  S«^^-h  Ug^V^-\-  Zfyi^a-h.  .  .-+-  WXt'jJL, 

a  et  P  (et  de  même  y,  S;  ...,  ).,  [x)  désignant  deux  indices,  dont 
l'un  au  moins  est  supérieur  à  n.  Si  maintenant  U»  et  V^  sont  les 
modules  de  e/a  6t  Voli  on  aura 

et,  a  fortiori,  en  désignant  par  n -h  p  le  plus  grand  des  indices 
a,  ^,  ...,  u, 

mod(r,„-5«/„)<     (U,-+-U,-h...-HU«^^)(V,,H-,-+-.,.-+-V«+p) 
-H(V,-i-V,-f-...-4-V„-H,,)(U„^i-f-...-hU«4-,.). 

Cela  posé,  faisons  tendre  m,  et  par  suite  n  vers  l'infini; 
U,4-.  .  .  +  U„+p  et  V,  4-.  .  .  + V«4.p  tendent  vers  S  et  T; 
Urt+i  -+-...  +  U«4.;,  et  Vn^.!  4-  .  .  .  -f-  Vw+y,  tendent  vers  zéro, 
quel  que  soit  /?,  en  vertu  de  la  convergence  admise  des  séries 
SU«  et  SVrt  (n**  128);  par  suite  on  aura,  si  m  est  pris  assez 
grand, 

mcid(S;«—5rt /«)<£) 

s  étant  aussi  petit  qu'on  veut.  Donc  X'„^  a  pour  limite  celle 
de  s„titj  c'est-à-dire  ST,  quel  que  soit  l'ordre  des  termes. 

C.    Q.    F.    D. 

On  peut  établir  que  le  théorème  est  encore  vrai  si  (s)  est  abso- 
lument et  (/)  simplement  convergente. 

13 i.  Une  série  est  dite  semi-conçergente  si  elle  converge  et 
si  la  série  des  modules  de  ses  termes  diverge. 

Exemple  :  la  série  réelle  i 1-«  —  7-+-.... 

^  234 

Si  une  série  à  termes  tous  réels  est  semi-convergente,  je  dis  : 
I**  qu'elle  contient  des  termes  positifs  et  des  termes  négatifs  en 
nombre  infini;  2**  que  la  série  des  termes  positifs  et  celle  des 
termes  négatifs  ont  séparément  des  sommes  infinies;  il  suffît  évi- 
demment de  démontrer  le  second  point. 

Soient,  en  eflTet,  Sp  et  —  Sç  les  sommes  des  p  termes  positifs  et 
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des  q  =:n  — p  termes  négatifs  compris  dans  les  n  premiers  termes 
de  la  proposée 5^  ou  a,  en  désignant  par  Sn  et  S»  la  somme  des  n 
premiers  termes  de  s  et  de  la  série  S  des  modules, 

Sn  =  Sp —  Sfff 

O/j  =  S li  -h  Sq  \ 

d'où 

Sp=  -(Sn-^-5/l),  *7=  -(S«— 5„). 

Lorsque  n  augmente  indéfiniment,  Sn  a  une  limite  finie,  puisque 
la  proposée  converge;  S„  tend  vers  Pinfini,  puisque  la  série  des 
modules  (à  termes  positifs)  diverge;  donc  Sp  et  5^  croissent  au 
delà  de  toute  limite,  c'est-à-dire  que  la  série  des  termes  positifs 
et  celle  des  termes  négatifs  divergent  toutes  deux. 

c.  Q.  F.  D. 

135.  Théorème.  —  On  peut  donner  une  infinité  de  valeurs 
à  une  série  semi-convergente  {réelle  ou  imaginaire)  en  y  chan- 
geant l^ordre  des  termes. 

Soit 

une  telle  série;  on  a,  pour  le  terme  général, 

w«  =  aa-h  ibn. 
Posons 

mod  Un  =  Un,        modûr„  =  Art,         mod6|,=  B;,. 
Il  est  évident  que 

U„SA„-f-Bn, 

et  puisque,  par  hypothèse,  la  série  SU,i  diverge,  il  en  est  de 
même,  a  fortiori,  de  S(A;j  +  B„);  ceci  exige  que  rune  des 
séries  XÂ;,  ou  2)B,|  diverge,  car  si  elles  convergeaient  toutes  deux, 
S(A,|-i-Bfl)  convergerait  (n®  129,  6").  Supposons,  par  exemple, 
que  SA,4  soit  divergente;  comme  Sa,,  converge,  en  vertu  de  la 
définition  même  de  la  convergence  de  s,  celte  série,  Sa^,,  est 
semi-convergente.  Elle  a,  par  suite  (n°  134),  des  termes  positifs 

^i>    ^1»     •  •  •  >    ^p»     •  •  •  » 
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et  des  termes  négatifs 

dont  les  sommes  sont  séparément  infinies. 

Gela  posé,  soit  M  un  nombre  (quelconque,  positif  par  exemple; 
prenons,  dans  la  série  des  termes  positifs  e/,  assez  de  termes,  et 
juste  assez,  pour  que  leur  somme  dépasse  M;  cela  est  possible, 
puisque  la  série  ^Lcn  a  une  somme  infinie.  Prenons  ensuite,  dans 
la  série  des  termes  négatifs  t//,  assez  de  termes,  et  juste  assez,  pour 
ramener  la  somme  précédente  au-dessous  de  M;  puis  des  termes 
positifs  pour  dépasser  de  nouveau  M,  et  ainsi  de  suite. 

Les  sommes  successives  ainsi  obtenues  oscilleront  de  part  et 
d'autre  de  M  dont  elles  se  rapprocheront  d'ailleurs  indéfiniment; 
en  efiet,  la  différence  entre  Tune  d'elles  et  M  est  moindre,  en  va- 
leur absolue,  que  le  dernier  terme  employé  c/  ou  rf/,  et  ces  termes 
tendent  vers  zéro,  puisque  la  série  Sa„,  formée  par  les  termes  a 
et  di  (pris  dans  leur  ordre  primitif)  est  convergente. 

Donc  enfin,  si  Ton  modifie  de  cette  manière  Tordre  des  termes 
de  la  série  Sa^,  celle-ci  aura  pour  somme  M,  et  la  série 

aura  la  somme  M-1-  N/,  M  étant  un  nombre  quelconque. 

c.  Q.  F.   D. 


II.  -  SÉRIES  DONT  LES  TERMES  SONT  FONCTIONS 
D'UNE  VARIABLE. 


136.  Conyergence  uniforme.  —  Soit  une  série 

(S)  M,-htti-4-..., 

dont  les  termes  sont  des  fonctions  d'une  même  variable  réelle  x. 
Si  elle  converge  pour  la  valeur  x  de  cette  variable,  on  pourra 
prendre  N  assez  grand  pour  que  l'expression 
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ait  son  module  inférieur  à  e,  pour  toute  valeur  de  n  égale  ou  supé- 
rieure à  N  (*);  ce  nombre  N  sera,  en  général,  une  fonction  de  x 
et  de  e. 

Supposons  que  la  série  converge  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  a  et  6;  on  dit  qu'elle  est  uniformément  con- 
vergente dans  cet  intervalle  lorsque,  étant  donné  e  aussi  petit 
(|u'on  veut,  on  peut  assigner  un  nombre  N,  tel  que  Ton  ait 

mod  R/i(a7)  <  e, 

pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  ou  égales  à  N,  et  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b. 

En  d'autres  termes,  et  c'est  là  le  point  capital,  le  nombre  N  ne 
doit  dépendre  que  de  e,  et  non  de  x^  si  Ton  veut  que  la  série 
soit  uniformément  convergente  entre  a  et  b, 

137.  Remarque  !•  —  Un  raisonnement  superficiel  pourrait 
faire  croire  que  toute  série  convergente,  quand  ;r  est  compris  entre 
a  et  6,  est  uniformément  convergente  dans  cet  intervalle.  En  effet, 
puisque  la  série  converge  pour  la  valeur  x,  il  existe  un  nombre  N, 
fonction  de  x  et  de  e,  tel  que  modR„(j?)<;  e,  lorsque  /i^N.  Soit 
N(e)  le  plus  grand  de  tous  les  nombres  N  (a:,  e)  obtenus  en  laissant 
s  fixe  et  en  faisant  varier  x  entre  a  et  6  ;  on  aura  évidemment,  quel 
que  soit  a:  dans  cet  intervalle,  modRrt(a:)<;e,  lorsque  /i^N(£).  Le 
nombre  N(e)  ne  dépendant  que  de  e,  il  semble  ainsi  que  la  série  soit 
uniformément  convergente;  mais  ce  raisonnement  est  faux  parce 
qu'il  suppose  que  parmi  les  quantités  N(a:,  e),  en  nombre  illimité, 
qu'on  obtient  en  laissant  e  fixe  et  en  faisant  varier  x  entre  a  et  6, 

(')  Car  on  a  vu  (n»  128)  que  Ton  peut  assigner  N  tel  que 
mod  (  Mx+i  + . . .  -f-  w.\+;,  )  <  ^  » 

quel  que  soit  p\  en  particulier,  si  n  est  supérieur  à  N, 

mod(i/.^-^i-H...4-a„)<  -, 
d'où 

mod(a«4.i-+-...-*-tfx4.^)  =  mod[(wK^.i-f-...-l-M^+^)  — (tt>^.|-t-...-hi//f)]<a-  =  s; 

c'est-à-dire,  puisque/?  est  aussi  grand  que  l'on  veut,  niodR„<e. 
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il  y  en  a  une,  unie,  qui  est  supérieure  à  toutes  les  autres,  ou 
encore  que  ces  quantités  ont  une  limite  supérieure  finie  (*). 

D^ailleurs,  il  est  aisé  de  donner  un  exemple  simple  de  série 
non  uniformément  convergente.  Sort,  par  eitemple,  la  série  (dont 
chaque  terme  est  entre  crochets)  : 

[/(•2)-/(3)]-f-[/(3)-/(4)]-H...-+-[/(/i)~/(n-M)]+..., 
où  l'on  a  posé 

Klle  converge  quel  que  soit:r.  En  effet,  pour  a:  =  o,  tous  les  termes 
sont  nuls;  pour  x  différent  de  zéro,  rexponenlielle  [x^-^-i)"^  à 
hase  plus  grande  que  i ,  est,  comme  on  sait,  infiniment  grande  par 
rapporta  n  —  i,  lorsque  n  augmente  indéfiniment;  il  en  résulte 
«|ue/'(/i)  tend  vers  zéro,  et  l'on  en  conclut  immédiatement  que 
la  série  proposée  converge  et  a  pour  somme  /(a),  c'est-à-dire 

— y  En  particulier,  elle  converge  quand  x  est  compris  dans 

un  intervalle  qui  contient  o,  l'intervalle  de  o  à  i  par  exemple;  je 
dis  qu'elle  n*estpas  uniformément  convergente  dans  cet  intervalle. 
On  a,  en  effet, 

=  [/(/»  -^ 0  ~/(^  -H  ^)]  H-  [f(n  +  ^)-/in  H-  3)]  -h. . ., 


=  /(7l-M)  = 


(a:«-Hi)«+» 


et  je  dis  qu'il  est  impossible  d'assigner  un  nombre  N,  fonction 
de  e  seul,  tel  qu'on  ait,  pour  /i^N  et  pour  x  compris  entre  o  et  i  : 


f:r»-f- !)"-»-» 


<e. 


(*)  Il  peut  arriver,  en  effet,  que  des  quantités  en  nombre  illimité,  et  qui  sont 
toutes  finies,  n'aient  pas  de  limite  supérieure  finie.  Soit,  par  exemple,  N  (x)  un 
nombre  tel  que  N(o)  soit  nul  et  que  N(â?),  pour  x>o,  soit  égal  au  plus  grand 

entier  contenu  dans  -  ;  les  nombres  N(â7)  sont  tous  finis,  quel  que  soit  â?,  mais 

n*ont  pas  de  limite  supérieure,  car  on  peut  toujours  prendre  x  assez  petit  pour 

que  -9  et,  par  suite,  N(â7),  dépasse  toute  quantité  donnée. 
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En  efTet,  celle  inégalilé  devanl  être  vérifiée  si  pelile  que  soll  la 
valeur  posi lîve  de  ^,  le  sérail  en  particulier  pour  x=  -pz;  de  sorte 
qu'on  aurait,  pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  N, 


hÏÏ 


-><--' 


ce  qui  est  impossible,  puisque,  si  l'on  fait  croître  n  indéfiniment, 

\/n 
le  premier  membre  tend  vers  —  >  c'est-à-dire  augmente  indéfini- 
ment.  La  série  proposée  n'est  donc  pas  uniformément  conver- 
gente entre  o  et  i  et,  plus  généralement,  dans  tout  intervalle  qui 
contient  o. 

138.  Remarque  II.  —  Une  série  étant  donnée^  il  est  en  général 
difficile  de  reconnaître  si  elle  est,  ou  non,  uniformément  conver- 
gente, puisqu'on  ne  peut  obtenir  que  dans  des  cas  exceptionnels 
soit  l'expression  de  R;,(^),  soit  même  une  limite  supérieure  du 
module  de  cette  quantité. 

Cependant,  on  pourra  toujours  affirmer  que  la  série  est  uni- 
formément convergente,  dans  un  intervalle  ab^  si  ses  termes,  à 
partir  d'un  certain  rang  et  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  a  et  6,  sont  constamment  inférieurs,  en  valeur  absolue, 
aux  termes  d'une  série  à  termes  positifs,  convergente  et  numé- 
rique, c'est-à-dire  dont  les  termes  ne  contiennent  pas  la  va- 
riable X. 

On  a,  en  effet,  en  désignant  par  R«(j:)  et  p„  la  somme  des 
termes  qui  suivent  le  /i^*-""*  dans  les  deux  séries 

inodR«<  p,;, 

et  l'on  peut  prendre  N  assez  grand  pour  que  p/i  (et  par  suite  modR«) 
soit  inférieur  à  e,  dès  que  /i^N,  puisque  la  série  de  comparaison 
est  convergente.  Cette  série  étant  d'ailleurs  numérique,  le 
nombre  N  ainsi  déterminé  ne  dépend  que  de  e,  ce  qui  démontre 
la  proposition. 

Cette  remarque  est  d'une  fréquente  application. 

139.  C'est  dans  le  Calcul  intégral  et  la  Théorie  des  fonctions 
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d'une  variable  imaginaire  qu'on  verra  Timportance  de  la  notion 
de  convergence  uniforme.  Nous  ne  sommes  pas  encore  en  mesure 
de  rétendre  aux  séries  dont  les  termes  sont  fonctions  d'une  va- 
riable imaginaire,  puisque  nous  n'avons  pas  encore  défini  ces 
fondions;  toutefois,  si  s  =  x  -f-y /,  on  sait  ce  que  représente  z" 
lorsque  n  est  entier,  car,  par  la  formule  du  binôme, 

Dès  lors,  on  sait  ce  qu'il  faut  entendre  par  une  série  de  la 
forme 

z  el  les  coefficients  «oj  ai,. ..  (lesquels  sont  indépendants  de  2) 
étant  réels  ou  imaginaires. 

On  dira  que  cette  série  est  uniformément  convergente  pour 
les  valeurs  de  z  comprises  dans  une  région,  R,  du  plan  lorsque, 
étant  donné  e,  on  pourra  trouver  un  nombre  N,  fonction  de  e  seul, 
tel  qu'on  ait 

modR„(3)  =  mod(ûf«4-,5«-*-»-h  a..|-Hî-"-*-*H-.  ..)<£» 

pour  toutes  les  valeurs  de  /i^N  et  pour  toutes  les  valeurs  de  5, 
ou  X  -hyij  dont  Yaffixe  (c'est-à-dire  le  point  de  coordonnées  x^  y) 
est  situé  dans  la  région  R. 

140.  Remarque.  —  Soient  Kn  et  p  les  modules  de  a„  et  de  ;;; 
si  le  terme  général  de  la  série  des  modules,  A^p",  reste  inférieur, 
pour  p  compris  entre  po  et  pi,  au  terme  général  d'une  série  numé- 
rique convergente  à  termes  positifs,  la  série  des  modules  est  uni- 
formément convergente  dans  l'intervalle  de  po  à  pj  (Remarque  II, 
a*»  138).  Je  dis  que  la  série  proposée,  lUnZ^y  est  alors  uniformé- 
ment convergente  dans  la  couronne  comprise  entre  deux  cercles 
ayant  pour  centre  commun  l'origine,  et  po  et  p,  pour  rayons;  car, 
par  hypothèse, 

pour  n^N(e),  et  pour  po<  p  <  p*-  Donc,  a  fortiori, 

mod(a«^_l  5"-»-*  -h  an-\~iZ"-^^  -f- . .  .)<  s. 
pour /i^N(6),  et  pour  Po  <  mod;;<  p,,  <:.  g.  f.  n. 
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Les  séries  a©  +  «i  5  -h. .  .-h  a„3"-|-  ...  se  nomment  séries  Je 
puissances  ;  elles  jouissent  de  propriétés  importantes  qu'on  va 
exposer. 

Séries  de  puissances. 

141.  Cercle  de  convergence.  —  Soit  la  série  de  puissances 

(S)  ao-hai^-f-...-hrt,i-3"-4-...  ; 

désignons  toujours  par  p  et  A/j  les  modules  de  z  et  de  a^,,  la  série 
des  modules  est 

Ao-hAip  H-...-f-A,ip«-+- 

Admettons  qu'on  puisse  donner  à  p  une  valeur  (non  nulle)  telle 
que  Aflp"  ne  croisse  pas  indéfiniment  avec  n\  pour  des  valeurs 
plus  petites  de  p,  la  même  condition  sera  satisfaite  a  fortiori;  il 
en  résulte  que  les  valeurs  de  p,  pour  lesquelles  A/jp"  ne  croît  pas 
indéfiniment  avec  /i,  sont  celles  qui  restent  comprises  entre  o  el 
une  limite  supérieure,  R,  qui,  d'ailleurs,  peut  être  infinie. 

Dès  lors,  pour  p  <  R,  A/jp"  ne  croît  pas  indéfiniment  avec  n\ 
pour  p>R;  A„p"  croît  indéfiniment;  pour  p  =R,  il  y  a  doute. 

Voici  des  exemples. 

1°  Série  iH |____|-.,._|-:l--|_....  Il  est  clair  que,  pour  p>  i, 

le  lerme  général  i— >  de  la  série  des  modules,  devient  infini  pour 

n  infini;  pour  p<i,  il  devient  nul.  Donc  R  =  i,  et  d'ailleurs, 

pour  p  =  I ,  le  terme  ^  tend  vers  zéro  quand  n  tend  vers  TinBoi. 

2"  Série  i-h  5 -f- a;;^-^-. .  .-f- nz^^- Le    terme   /ip*»  croît 

indéfiniment  avec  /i  si  p  >i,  et  tend  vers  zéro  si  p  <i.  Donc 
encore  R  =  i;  pour  p  =  1,  le  terme  np"  croît  indéfiniment  avec  w. 

Le  cercle  décrit  de  l'origine  des  coordonnées,  O,  comme  centre 
avec  le  rayon  R  se  nomme  cercle  de  convergence  de  la  série  (S), 
en  raison  des  propriétés  suivantes  : 

142.  Théorème  I.  —  La  série  (S)  est  :  i**  absolument  conter- 
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<^enie  à  l'intérieur  du  cercle  de  convergence;  a'*  uniformé- 
ment convergente  dans  tout  cercle  intérieur  au  premier. 

Soient,  en  effet,  x^y  les  coordonnées  d'un  point  intérieur  au 
cercle  de  convergence;  la  valeur  correspondante  de  z  esta:  -{-yiy 
cl  son  module,  p,  est,  d'après  l'hypothèse,  inférieur  à  R.  Dési- 
gnons par  R'  un  nombre  compris  entre  p  et  R;  on  a 


A„p''=A„R'"^^y'; 


or,  par  hypothèse,  A^R'"  ne  croît  pas  indéfiniment  avec  /i,  c'est- 
ù-dire  reste,  quel  que  soit  /i,  inférieur  à  une  limite  M;  donc 


A.p-<M(^,y'. 


Par  suite,  le  terme  général  de  la  série  des  modules  est  inférieur 
au   terme    de  même   rang  d'une  progression  géométrique,  dont 

la  raison  ^  est  inférieure  à  l'unité,  puisque  R'  est  supposé  supé- 
rieur à  p.  La  série  des  modules  est  donc  convergente,  ou,  si  l'on 
veut,  la  série  (S)  est  absolument  convergente  dans  le  cercle  con- 
sidéré, c'est-à-dire  pour  les  valeurs  x-^yi^  de  ^,  telles  que  le 
point  de  coordonnées  x,  y  soit  intérieur  à  ce  cercle. 

Reste  à  établir  que  la  convergence  est  uniforme.  Nous  allons 
montrer  qu'elle  l'est  lorsque  z  reste  à  l'intérieur  d'un  cercle,  de 
même  centre,  O,  et  de  rayon  R",  plus  petit  que  R,  mais  aussi  voisin 
de  R  qu'on  veut. 

On  a  en  effet,  comme  plus  haut,  en  désignant  par  R'un  nombre 
compris  entre  R"  et  R, 

A„  p«  <  M  l-^,  Y         et  a  fortiori         <  M  (  ^/  ) "' 

puisque,  par  hypothèse,  p  <  R".   Le  module  du  terme  général 

■^  j  9  d'une  série 

numérique  (progression  géométrique)  convergente,  pour  toutes 
les  valeurs  de  p  inférieures  à  R'';  par  suite  (Remarque  du  n<*  140) 
la  série  primitive  (S)  est  uniformément  convergente  à  l'intérieur 
d'un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  R''^.  c.  q.  f.  d. 
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Remarques.  —  i**  Si  le  point  z  est  à  rexiérieur  du  cercle 
de  convergence,  la  série  (S)  est  divergente,  car  on  a  vu  que, 
pour  p>  R,  le  module  du  terme  général  croît  avec  n  au  delà  de 
toute  limite  (n*»  141). 

a°  Sur  le  cercle  de  convergence,  la  série  peut  converger  ou  di- 
verger. Par  exemple,  la  série 


I  H 

I 


dont  le  cercle  de  convergence  (n°  141)  a  Tuiiilé  pour  ra^on, 
diverge  pour  z  =  i  (série  harmonique),  et  converge  pour  ^  =  —  i 
(série  harmonique  alternée). 

3°  Le  rayon  du  cercle  de  convergence  peut  être  nul  ;  comme, 
par  exemple,  pour  la  série 

I-h^-|-|.'2-3'-H...-f-I.2.../l-«-+-..., 

car  c'est  seulement  pour  p  =  o  que  le  terme  i .  a. . .  n  p"  ne  croît 
pas  indéfiniment  avec  n, 

143.  Théorème  II.  —  Les  séries  (S'),  (S"),  . ..,  obtenues  en 
prenant  les  dérivées  successives  des  ternies  de  la  série  (S),  ont 
même  cercle  de  convergence  que  celle-ci. 

Il  suffit  de  le  démontrer  pour  la  série  (S')  : 

(S')  «1-+- la» 5 -+-...-+- n  a„5"-i -h. . ., 

c'est-à-dire  d'établir  que  le  module,  /lA^p""*,  du  terme  général, 
croît  indéfiniment  avec  /i,  si  p  >  R,  et  reste,  au  contraire,  fini 
si  p  <  R. 

Soit  d'abord  p  >  R;  on  peut  écrire 

et  les  deux  facteurs  du  second  membre  augmentent  indéfiniment 
avec  /i,  car  pour  p  >  R,  A^p"  tend  vers  l'infini  (n*  141). 

Soit  p<;R;  on  a,  en  désignant  par  R'  un  nombre  compris 
entre  p  et  R,  et  en  se  rappelant  que  ArtR'"  reste,  quel  que  soit  /?, 
inférieur  à  un  nombre  fixe,  M, 

»A.,...-^(|,)"(A.K-,<.,;(i)-. 
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Or,  le  produit  -  (  — j    tend  vers  zéro,  pour  «  =  00,  si  p  <  IV,  comme 

on  le  voit  en  prenant  les  logarithmes  népériens  (*);  le  module  du 
terme  général  reste  donc  fini.  c.  q.  f.  d. 

144.  Théorème  III»  —  La  série  de  puissances  {S)  est  une  fonc- 
tion continue  de  la  variable  z  dans  le  cercle  de  convergence. 

On  dit  que  la  série  de  puissances /(5)  est  continue  pour^  =  ^o 
lorsque,  étant  donnée  une  quantité  e  aussi  petite  qu'on  veut,  on 
peut  assigner  un  nombre  positif  yj  tel  que  Ton  ait 

mod  [/(^o-H  /')  — /(-o  )]  <  e 

pour  toutes  les  valeurs  de  h  dont  le  module  est  inférieur  à  tj. 

Cela  revient  à  dire  que  mod  [/(s) — /(^o)]  reste  <e  pour 
toutes  les  valeurs  z  dont  l'affixe  est  à  l'intérieur  d'un  cercle,  décrit 
de  Zq  comme  centre  avec  tj  pour  rayon. 

La  fonction  est  continue  dans  une  région  du  plan  si  elle  est 
continue  pour  tous  les  points  Zq  dont  Taffixe  est  dans  cette  ré- 
gion. Cette  définition  s'applique  aux  polynômes  en  5,  qui  sont 
évidemment  continus  dans  tout  le  plan. 

La  continuité  de  la  série  de  puissances,  y(:;),  résulte  aisément 
de  Y  uniformité  de  la  convergence. 

On  a,  en  effet,  en  désignant  par  n  un  entier,  laissé  provisoire- 
ment arbitraire, 

f{z)  =  ao-f-ai^-h...-+-a«^«-hR«(^)  =  ©(z)-h  R„(2); 

d'où,  en  désignant  par  Zq  un  point  quelconque  intérieur  au  cercle 
de  convergence, 

Prouvons  maintenant  que,  étant  donné  £,  on  peut  assigner  r\  tel 
que,  pour  mod  A  <  ri,  le  module  du  premier  membre  reste  infé- 

(•)  On  a 

log-f  ^j  =  — logp-+-log/i  — /i(IogR'— logp)=  logn— An  — B,  ... 

avec  A>o.  puisque  p  <R'.  Or  le  terme  —  A/i  l'emporte,  pour  n  très  grand,  sur 
le  terme  iog/t;  le  logarithme  du  produit  considéré  tend  donc  vers  —  »,  et  le 
produit  lui-même  tend  vers  zéro. 
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rieur  à  e;  il  suffira  pour  cela  d'établir  que,  pour  moih  <['-^»i  les 
modules  des  deux  quantités 

o{zo-^  h)—  ©(^o)     ei     l^«(5o^-A)— R„C3o) 
restent  inférieurs  à -s. 

2 

Or  :  1°  en  vertu  de  l'uniformité  de  la  convergence,  on  peut 
prendre  n  assez  grand  (et  fonction  de  e  seul)  pour  que  l'on  ail, 
quel  que  soit  le  point  s,  intérieur  au  cercle  de  convergence, 

1110(1  K,,(;;}  ^  -• 
4 

En  particulier,  si  l'on  suppose  successivement  Z'  =  Zo  t'i 
z  =  Zq-^-  h,  on  sera  sûr  que  le  point  ^o-f-  /i  est  intérieur  au  cercle 
de  convergence  s'il  reste  à  Tinlérieur  du  petit  cercle  décrit  de  ^o 
comme  centre  et  tangent  au  cercle  de  convergence   (Jig-  4'^)' 


c'est-à-dire  si  mod/t  reste  inférieur  à  r,i,  •/;,  désignant  le  rayon 
(le  ce  petit  cercle.  On  aura  alors,  avec  cette  hypothèse, 


d'où 


modR;,(zo)     et     modR«(5o^ /0<  7  > 


rao(l[R„(zo-^//)—  R,/(-o)]< -'.  7  =     ' 


pour  toute  valeur  de  h  de  module  inférieur  à  t,,. 

2°  0(5),  somme  d'un  nombre  ^ni  de  termes  continus,  est  évi-» 
demmenl  une  fonction  continue  dans  tout  le  cercle,  et  en  parti- 
culier pour  ^=  ^oî  donc,  on  peut  trouver  un  nombre  7^2  tel  que 


(?) 


mod[cp(;;o-+-^)— ?(^o)]<  -' 


pour  toute  valeur  de  h  de  module  inférieur  à  7)2 
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Soîl  alors  y^  la  plus  pelile  des  quantités  Tjj  et  r\2',  les  inégalités 
(a)  et  ({!)  subsistent  a  fortiori  pour  toute  valeur  de  h  de  module 
inférieur  à  tj  ;  et  la  quantité  ti  ayant  pu  être  ainsi  assignée,  le 
théorème  est  établi,  c'est-à-dire  que  la  série /(2)  est  continue  en 
tout  point  ZQy  intérieur  au  cercle  de  convergence. 

145.  Théorème  IV.  —  Les  séries  (S'),  (S"),  . ..  sont  les  déri- 
\'res  successives  de  (S),  par  rapport  à  la  variable  5,  pour  toutes 
It's  valeurs  de  cette  variable  comprises  dans  le  cercle  de  con- 
vergence. 

On  a,  en  effet,  en  représentant  toujours  la  série  par  f{z)^ 

/(«  -h  A)  =  ao^-  «i(-  "t  ^)-+'-  ••-'-^'i(^-^-^)'*-+- 

Je  dis  que  Ton  peut  écrire  le  second  membre,  en  développant 
les  binômes  et  supprimant  les  parenthèses^ 

m)      ao-v-ai5  -+-  fli/i  -h..  .4-  ««3'»+  nan-s^-^A-^-.. .-+- anA«-h. . .. 

Il  sufGt,  pour  l'établir,  de  prouver  (corollaire  2°,  n*»  132)  que 
cette  nouvelle  série  (i)  est  absolument  convergente,  c'est-à-dire, 
en  désignant  par  A;,,  p  et  ir^  les  modules  de  a,t^  z  et  A,  de 
démontrer  la  convergence  de  la  série 

(>.)    Ao-+- AipH-  A|Tri  H-...-f- A;,p«-+-  nAnp'»-»?)  -h. . .+ A„t)'*  +  .  . ., 

ou  encore  (n**  129,  7*^)  de  la  série,  où  l'on  a  groupé  les  termes  de 
la  précédente, 

(■>)  Ao-+- A,(pH-r^)-H...-h  A,i(3  -f-r,)"-!- 

Cette  série  (3)  converge  si  0  -+-•/)  est  inférieur  au  rayon  R  du 
cercle  de  convergence,  c'est-à-dire  si  tj  est  au  plus  égal  à  la  plus 
courte  distance  du  points,  de  module  o,  à  la  circonférence  de  ce 
cercle.  Si  donc  h  est  de  module  assez  petit,  la  série  (3)  et,  par 
suite,  la  série  (2)  convergent,  et  la  série  (i)  est  absolument  con- 
vergente et  représente /(^  -+-  A). 

En  vertu  de  la  convergence  absolue  de  celte  série  (i),  on  peut 
écrire,  en  changeant  l'ordre  des  termes, 

/(z-h  A)=  «oH-^i-s  -h...-f-art>s'»-H..  .-+-/t(ai-+-2a2^-h...) 
H-  termes  ayant  A*  en  facteur; 
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d'où 

f(z-i-/i)—f(z)  ^^^^_^2^^^^    __^^^^^^«_i_^^^    )_^,^^  . 

h 

el.ron  voit  que  pour  h  =  o  la  limile  du  premier  membre,  c'est- 
à-dire  ce  qu'on  peut  appeler  la  dérivée  de  la  série  imaginaire 
/(s),  est  la  série  (S')  (*).  c.  q.  f.   d. 


III.  —  FONCTIONS  EXPONENTIELLE  ET  CIRCULAIRES. 


146.  L'Algèbre  élémentaire  ne  définit  e^  que  pour  des  valeurs 
réelles  de  x  (^);  on  sait  que 

{ I  )  e^=  i-{-       -] i- . . .  H h 

1         i  .1  1 . 2 . . . n 

On  définira  e*,  pour  des  valeurs  imaginaires  de  la  variable  c, 
par  la  série  de  puissances 

z                 z^ 
(2)  e==H h. ..H r-^----; 

i  ni 


(')  On  donnera  plus  lard,  dans  le  Calcul  intégral,  une  aulrc  démonstration  de 
ce  théorème. 

(')  L'importance  du  nombre  e  en  Analyse  a  sa  source  dans  le  calcul  connu 
que  l'on  fait  pour  trouver  la  dérivée  de  a'.  On  a  en  effet 


(aO'=lima'(^-^^-y 


Si  Ton  pose  a''—  1  =  e,  d'où  h  =  log.(i  -h  s),  il  vient 


(a'')'=  lima^'r— t =  lima' 


^  ;  -     —    i  •  tu  M • 

»0g,(l-h6)  i 

l0ga(l4-£)'- 
1 

Or,  pour  6  =  0,  (1  +  e  )«  tend  vers  e,  de  sorte  que 


l«ga« 


Si  a  =  c,  log^e  =  i,  et  par  suite  (e')'=  e'. 

C'est  cette  propriété  d'être  identique  à  sa  dérivée  qui  constitue  Timporlance 
de  la  fonction  exponentielle,  et  Ton  voit  que,  à  ce  point  de  vue,  e  s'est  prcsentc 

1 
comme  la  limite,  pour  8  =  0,  de  (i  -h  e  )£. 
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cette  définition,  qui  coïncide  avec  celle  de  e*  pour  x  réel,  permet, 
comme  on  va  le  voir,  d'étendre  au  cas  d'une  variable  imaginaire 
les  propriétés  établies  en  Algèbre  élémentaire. 

147.  Cercle  de  convergence.  —  Le  rayon  du  cercle  de  conver- 
gence de  la  série  de  puissances  (2)  est  infini;  c'est-à-dire  que  le 

terme  général  °  ,  de  la  série  des  modules  reste  fini,  quel  que  soit  p, 

quand  n  augmente  indéfiniment. 

En  effet,  ce  terme  est  le  terme  général  de  la  série  convergente 

réelle,  égale  à  eP,  i  +  -  4-  ~ — h-  •  •;  il  a  donc  pour  limite  zéro, 

quel  que  soit  p,  pour  n  infini. 

D'après  le  n°  144,  é^  est  donc  une  fonction  continue  de  z  dans 
tout  le  plan. 

148.  Dérivée.  —  D'après  le  n°  143,  la  dérivée  de  e^  par  rapport 
a  z  s'obtient  en  dérivant  terme  à  terme  la  série  (?.);  on  trouve 
ainsi  une  série  identique,  c'est-à-dire  que 

On  reconnaît  de  même,  que 

CL  étant  une  constante  réelle  ou  imaginaire. 

149.  Multiplication.  —  On  sait,  si  u  et  v  sont  réels,  que 
e'^*'=e"e*';  cette  formule  subsiste  pour  u  et  v  imaginaires.  En 
effet,  les  deux  séries  qui  définissent  e"  et  e*',  à  savoir 


l-f- 

u 
\ 

-h 

1.2 

I-h 

1 

-h 

1.2 

tîlant  absolument  convergentes,  leur  produit  s'obtiendra  (n**  133) 
en  ajoutant,  dans  un  ordre  quelconque,  les  produits  d'un  terme 
de  l'une  par  un  terme  de  l'autre.  Groupons  ensemble  les  termes 
d'ordre  /?  en  a  et  p  dans  le  produit;  ces  termes  sont 


M"-'P  U"-^V^  P« 


ni        (/i-i)î        (n-2)\i\  n\ 
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ce  qui  s'écrit 

— r    II»  4-  /ia«-*  t>  H — - — ^^^—^  c*«-»  p*  -h . . .  -h  t»" 
nî  L  l'îi  J 

ou  encore 

(  Il  ■+-  ç)'* 
n\ 
On  a  donc 

(3)  e«C»'  =  H h- ^--h...-^- p-^-f-...=  <•«-+-*'.       C.Q.F.D. 

I  1.2  ni 

Corollaires.  —  i"  La  proposition  s'étend  d'elle-même  à  un 
nombre  quelconque  de  facteurs  exponentiels;  par  exemple 

a"  La  fonction  e~"  est  l'inverse  de  e",  car 
e"  e-"  =  e"-"  =  €0=1. 

3®  Si  m  est  entier  et  positif,  la  puissance  m'^'^^  de  e"  esl  le 
produit  de  m  facteurs,  égaux  à  e";  donc 

et  la  même  formule  subsiste,  en  vertu  de  2°,  si  m  est  entier  el 
négatif,  car  (e")~'^  est,  par  définition,  l'inverse  de  (e")'". 

Si  m  n'est  pas  entier,  la  formule  doit  être  complétée;  on  y 
reviendra  plus  loin  (n®  160). 

150.  Fonctions  circulaires.  —  Ces  fonctions,  cos^  et  sin^,  se 
définissent,  pour  z  imaginaire,  par  les  séries  de  puissances  connues 
lorsque  z  est  réel  : 

(4)  'sinz  =  z—j^  -!-__-..,, 
(■>)  cos;;=  i--  +  -^-j-..., 

séries  qui  sont  convergentes  dans  tout  le  plan  (n^  147).  Ce  sont 
donc  deux  fonctions  continues  pour  toutes  les  valeurs  de  5,  el  qui 
coïncident,  lorsque  z  est  réel,  avec  les  fonctions  trigonométriques 
classiques  ;  on  a  en  particulier 

0059.77=1         et         sin'27r  =  o. 
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On  a  d^ailleurs 

iz       z^       .z^       z^        .z* 
I         9.!  3!  ^  4!  ^    '3!       •••' 

ol,  en  changeant  Tordre  des  termes,  ce  qui  est  permis,  puisque  la 
série  des  modules  converge  quel  que  soit  z  (ii°  147), 


5«  5* 

c'est-à-dire 


/-  «-        *'  ./z       z'^       z^  \ 


:  C0S5  -h  I  Sin5, 


|)Our  toutes  les  valeurs,  réelles  ou  imaginaires,  de  z. 
On  en  déduit,  en  changeant  -s  en  — -s  (*),  . 

e-'==  C0S3  —  i%\nz\ 

(6)  cos;;  = ,  sin;;  =  , , 

•a  11 

formules  célèbres  découvertes  par  Euler.  En  les  dérivant  on 
irouve 

(cos5/  =  — sin^,         (sinz)'=  cosx;; 

et,  en  les  élevant  au  carré  et  ajoutant, 

cos*5  H-  sin*^  =  I. 

Les  formules  d'addition, 

sin(a -h  &)=  sina  cosô -♦- sinô  cosa, 
cos(a  -h  b)=  cosa  cosb  —  sina  sin6, 

sMtendent  aussi  au  cas  de  a  et  6  imaginaires  :  il  suffit  de  remplacer 
dans  ces  formules  les  sin  et  les  cos  par  leurs  valeurs  (6)  en  expo- 
nentielles; on  obtient  des  identités. 

ISl.  Périodicité.  —  La  fonction  e^  admet  la  période  air/,  c'esl- 
à-dire  ne  change  pas  quand  on  augmente  z  de  *nzi.  En  effet 

^z*-\iti^  gz  gîic/ =  e=(cos'2  7c  H-  t  sin  21:)=  e=. 

(')  En  effet,  en  vertu  des  définitions  (4)  et  (5),  la  fonction  cosz  est  paire  et 
la  fonction  sinz  impaire,  c'est-à-dire  que  cos^  ne  change  pas  et  que  sin:;  change 
de  signe,  quand  on  change  ^  en  — z. 
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Les  fondions  sinz  et  cos^  admettent  la  période  2::,  car 
c'"*  et  e~",  qui  figurent  seuls  dans  les  formules  (6),  admeltent 
celte  période. 

De  même,  en  changeant  z  en  z  •+-  Tce,  on  a 

gz-f-iç«==  es(oos7r-h  i  sin7r)  =  —  e-; 

et,  en  changeant  z  en  z  -{-tz  dans  (6), 

cos(5-i-7:)=  —  cosz,        s\n(z-¥-'K)=-'Smz; 

formules  dont  on  déduit,  en  remplaçant  ^  par  — z,  et  observant 
que  cos( —  5)  =  cos5;  sin( —  z)  =  —  sin5, 

cos(7r  —  ««)  =  —  C0S3,         sin(7c  —  z)=slnz; 
comme  dans  le  cas  où  z  est  réel. 

152.  Fonction  tang^.  —  On  définit  celte  fonction  par  la  relation 

stn^ 

°  COS-3 

C'est  une  fonction  qui  n'est  pas  développable  en  une  série 
de  puissances  convergentes  dans  tout  le  plan,  puisqu'elle  de- 
vient infinie  pour  les  valeurs  qui  annulent  cosz,  et  qui  sont 
comprises,   comme   on    le   verra    au    n°   158,    dans   la   formule 

z=  — h  A-i:. 
2 

153.  Applications.  —  i**  Formule  de  Mowre.  —  En  élevant  à 
la  puissance  entière  et  positive,  /w,  les  deux  membres  de  la  for- 
mule 

e'-=  cos-3  H-  tsin^, 
il  vient 

gwis  =  (cos5  H-  t  sin^)'«. 

D'ailleurs  e*"'*,  en  vertu  de  la  même  formule,  est  égal  à 

co%niz  -+-  is\xïmz\ 

de  là  la  formule  dite  de  Moivre, 

(cos-3-f-  isxnz)"*  =•  co&mz  -h  i^inniz, 

bien  connue  dans  les  éléments  lorsque  z  est  réel,  et  qui  donne, 
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après  développement  de  la  puissance  du  binôme  el  séparaiion  du 
réel  et  de  Timaginaire,  les  expressions  classiques  de  cosmz 
et  sinm^  : 

cosm^  =  cos"*z T  m(ni  —  i)cos"*-*z  s'in^z 

9.!  ' 

-f-  —,  m(m  —  i)(/n  —  •2)(/n  —  3)cos'«-*.5sin*-2  — . .., 

sinmz  =  —j  cos"»-*5  sin^  —  --j  fn(m  —  i)(»î  —  a)  cos'"""'^  sin'^  -t-. . .. 

2°  Réciproque. —  Proposons-nous  d'évaluer,  réciproquement, 
sin^z  et  cos'"^  en  fonction  des  sinus  et  des  cosinus  des  multiples 
entiers  de  z.  On  a,  en  partant  de  (6), 

(7)  2'«cos'";5==(e*-H-c-'^)'»===  «'»'«+ /ne^'«-«^'«-+-... -4- /ne-^'«-*^''--+-e-""'*, 

ety  en  réunissant  les  termes  équidistants  des  extrêmes, 

(8)  2"*cos''«>z  =  2 cosmz  H-  2 m  cos(/7i  —  i)z  -t-. . .. 

Si  m  est  impair,  le  second  membre  de  (7)  a  un  nombre  pair  de 
termes  qui  s'associent  deux  à  deux;  si  m  est  pair,  il  y  a  un  terme 
médian,  indépendant  de  z,  qui  terminera  le  développement  (8), 
el  qui  a  pour  valeur 


m' 

On  trouve  de  même,  si  m  est  impair, 

(at)"*  s'in^^z  =  'iisinmz  —  21/71  sin(/n  —  i)z  h-,  ..; 

et,  si  m  est  pair, 

-     m' 
(2i)'"sin"»5  =  icosmz  —  2/ncos(m  —  i)z  -h,  ..-h(— -r)* 


m 
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CHAPITRE  VI. 

FONCTIONS  D'UNE  VARIABLE  IMAGINAIRE. 


I.  -  GÉNÉRALITÉS. 


loi.  On  vienl  de  rencontrer,  avec  les  séries  de  puissances,  un 
premier  exemple  de  fonction  d^une  variable  imaginaire;  il  importe 
d'étendre  ce  résultat  en  définissant,  d'une  manière  générale,  ce 
que  Ton  doit  entendre  par  fonction  de  x-\-yi]  on  verra,  prin- 
cipalement dans  le  Cours  de  seconde  année,  que  la  plupart  des 
progrès  de  l'Analyse  au  xix*  siècle  reposent  sur  cette  extension. 

Soit  donc  5  =  jc -H j^/ une  variable  imaginaire;  toute  fonction 
P  +  Q/,  où  P  et  Q  sont  des  fonctions  réelles  de  x^  y^  est,  au  sens 
strict  du  mol,  xxne  fonction  de  z,  puisque  si  l'on  se  donne  5,  c'est- 
à-dire  X  et^,  les  fonctions  P  et  Q  sont  déterminées.  Mais  c'est  là 
une  notion  trop  générale,  dont  le  développement  reviendrait  évi- 
demment à  la  théorie  des  fonctions  de  deux  variables  réelles  XQiy\ 
le  symbole  imaginaire  i  ne  jouerait  qu'un  rôle  factice  et  com- 
pliquerait sans  profit  les  raisonnements  :  si  donc  on  veut  étendre 
la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  réelle,  il  sera  nécessaire  àc 
particulariser  les  fonctions  P  etQ,  en  cherchant,  si  c'est  possible, 
à  donner  à  l'expression  P-|-Q/  quelqu'une  des  propriétés  dont 
jouissent  les  fonctions  réelles  d'une  seule  variable,  et  voici,  à  ce 
point  de  vue,  la  conception  de  Cauchy. 

155.  Déûnition  de  Cauchy.  —  Dans  l'expression 

OÙ  P  et  Q  sont  des  fondions  réelles  de  x,  y^  donnons  à  ces  va- 
riables des  accroissements  dx  el  dy\  soient  ûfP  et  rfQ  les  difl'é- 
rentielles  totales  correspondantes  de  P  et  Q;  l'accroissemeni 
de  P  -h  «Q  a  pour  valeur  principale  rfP  -h  t  rfQ,  et  le  rapport  de 
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celte  quantité  à  raccroissement  de  la  variable  z^  ou  x-f-^y,  est 

cijr  -^  i  dy  dx  -t-  i  dy 

Il  dépend  non  seulement  de  ^  et  ^  (c'est-à-dire  de  z)  mais 

dy 
encore  du  quotient  ^»  de  sorte  que  le  rapport  de  Taccroîssement 

de  la  fonction  à  l'accroissement  de  la  variable  ne  tend  pas  vers  une 
limite  déterminée  dépendant  de  cette  variable  seule  :  en  d'autres 
termes,  P-j-Q/  n'a  pas  de  dérivée,  en  général,  par  rapport 
à  jc  '\-y{, 

Cauchy  particularise  les  fonctions  P  et  Q  de  manière  que  la 
dérivée  existe,  c'est-à-dire  que  le  rapport  (i)  soit  indépendant 

de  -^;  la  condition  d'indépendance  est  que  les  coefficients  de 

dx^l  dy,  au  numérateur  et  au  dénominateur  du  second  membre, 
soient  proportionnels,  ce  qui  donne 

ÙP        .dO       dP        .àO 
Ox  à.T        ôy  dy 

— ^-^^-^— — —      ; : f 

1  l 

condition  qui  se  dédouble,  en  séparant  le  réel  de  l'imaginaire  : 

'  àx  ~~  ây^  dy  ~       Ox 

Si  ces  deux  relations  fondamentales  sont  vérifiées  pour  tous  les 
points  x^  y  situés  dans  une  région  R  du  plan,  la  fonction  P  -+-  Q/ 
aura,  dans  R,  une  dérivée  par  rapporta  zr=.x  -\-yi\  la  valeur 
de  cette  dérivée  s'obtient  en  faisant  rf;^  =  o,  par  exemple,  dans  (i), 
d'où 

Une  fonction  de  x-^-yi^  dans  le  sens  de  Caucliy,  se  nomme 
fonction  analytique. 

Remarque.  —  Deux  fonctions  analytiques  de  z  qui  ont  même 
dérivée  ne  diffèrent  que  d'une  constante.  Car,  siP-hQ/  et  R  +  Si 
sont  ces  deux  fonctions,  on  a,  par  hypothèse,  en  vertu  de  (3), 

àP_dV^  ()Q  _  ()S 

Ox        Ox  Ox  ~"  Ox 
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et,  en  tenant  compte  de  (2), 

Oy'^dy^  ôy  ^  dy' 

ce  qui  montre  immédiatement  que  les  différences  P  —  R  et  Q— S 
sont  indépendantes  de  x  et  y^  c^est-à-dire  sont  des  constantes 
absolues. 

156.  Ainsi,  d'après  cela,  P -+-  Qi  n'est  une  fonction  de  z  que 
si  les  relations  (2)  sont  vériiiées;  il  en  résulte  qu'on  ne  peut 
choisir  arbitrairement  ni  P,  ni  Q,  car  en  dérivant  les  identités  (2) 
par  rapport  à  y  et  ^  on  a 


d^P    __  cJ*Q            Ô^P    _      d«Q 
dxôy  ""  dy^             dx  Oy  ~        àx*  ' 

d'oii 

dx*  "^  ùy*  -  ''' 

et  de  même 

ô'-  P        à^  P 

Les  fonctions  P  (ou  Q)  de  deux  variables  indépendantes  x  et  v, 
qui  vérifient  cette  relation  différentielle,  sont  dites  /onctions 
harmoniques. 

157.  Exemples  de  fonctions  analytiques.  —  Nous  avons, 
au  n"  139,  introduit  la  fonction  5",  ou  {x  -h  iy)",  pour  n  entier 
et  positif,  en  posant 

r  n(n  —  i)        .    .  T 

L  i.-^         -^        J 

-f-  t    n  a?'*-»  V x«->  r*  -r- . . .     . 

L  -^  i.A.i  -^  J 

La  fonction  ainsi  définie  est  une  fonction  analytique  de  z,  car 
on  vérifie  immédiatement  que  P  et  Q  (c'est-à-dire  les  deux  fonc- 
tions entre  crochets)  satisfont  aux  relations  fondamentales  (a). 

On  aurait  pu  encore  le  voir  autrement  en  observant  que  la 
fonction  (x-^-iy)"^  a  une  dérivée  par  rapport  à  z,  c'est-à-dire 
que  le  rapport 

(x-hiy-hdx-^-i  dy  )"  —  (x  -^  { y  )« 
dx  -i-  i  dy 


CHAPITRE   VI.    —   FONCTIONS   DUNE   VARIABLE   IMAGINAIRE.  l53 

lend  vers  une  limile  in  dé  pendante  de  -^i  à  savoir 

De  même ->•••>  —  (/i  entier)  sont  des  fonctions  analeptiques 

de  5  (*),  et  aussi  plus  généralement  la  fonction  de  fonction 
/[?(^)]>  ^^  désignant  par /(z)  et  'f  (^)  des  fonctions  analytiques 
de  z  :  car  on  vérifie,  comme  dans  le  cas  des  variables  réelles  (^), 

quey['^(j:-|-£^)]  a  une  dérivée  indépendante  de  ^^  à  savoîr/çol. 

La  définition  de  5"  implique  celle  d'un  polynôme  entier  en  z 
et  celle  d'une  série  de  puissances;  ces  séries,  et  en  particulier  les 
fonctions  e',  sin^,  cosc,  sont  donc  des  fonctions  de  z  dans  le  sens 
de  Cauchy. 

158.  Fonction  logarithmique.  —  On  reconnaît  de  même  que 
la  fonction  inverse  d'une  fonction  analytique, /(5),  est  aussi  une 
fonction  analytique,  c'est-à-dire  que,  si  l'on  pose 

u   est   fonction  analytique  de  z.  En  efl'el,  le  rapport  —-  tend, 


(')  La  fonction  —  = ■ est  définie  par  --    -  ^ —  • 

(-)  En  efTîît,  posons 

tlou 

augmentons  z  de  dz.  On  a,  puisque  u  a  une  dérivée, 

et,  puisque /(u)  a  une  dérivée, 

d'où,  en  éliminant  Au, 

J^=[/'(«)H-«'][?'(^)  +  ']. 

et,  à  la  limite. 

Ai» 

lim-^-  =/'(a)o'(5).  C.Q.F.D. 

cLZ 
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puisque/  est  fonction  analytique  de  m,  vers  la  limite  déterminéf 
/'(u),  et  par  suite  le  rapport  inverse,  —  >  tend  vers  jn — r>  c'est- 
à-dire  que  u  admet,  par  rapport  à  5,  une  dérivée  parlaitemeni 
déterminée. 

Par  définition,  on  appelle  logarithme  de  z  la  fonction  in- 
verse de  eî',  c'esl-à-dire  liée  à  z  par  la  relation 

z  =  c'«»». 

Pour  mettre log^  sous  la  forme  P  +  Q/,  posons 

z  =  p(cos^  -+-  isino); 

p  est  le  module,  et  o  l'argument  de  z^  ou  plutôt  un  quelconque  de 
ses  arguments,  car  ceux-ci  diffèrent  entre  eux  de  aie.  On  a  ainM* 

p(coso  4-  tsino)  =  eP-»-Û'=  «^(cosQ  -h  i  sinQ), 

d'où,  en  égalant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires, 

(  p  cosîp  =  c^cosQ, 

( i)  ?  '         '  ^* 

{  p  sin  cp  =  c^'sinQ. 

On  en  déduit 

p»=6«P         d'où         o  =  e'*, 

car  p  est  essentiellement  positif.  Cela  donne  la  valeur  de  P  : 

P  =  logp, 

logp  désignant  le  logarithme  arithmétique  (népérien)  de  p. 
Les  équations  (4)  deviennent  alors 

cos<p  =  cosQ,         sinQ  =  sinQ, 
d'où 

Çl  =  o  -^7,kT.        (Rentier). 

Donc,  enfin, 

(  5  )  log5  =  F  -h  Q  «  =  lo;;  p  -h  eï  o  -+-  i  h  -  ). 

Le  logarithme  a  donc  une  infinité  de  valeurs  distinctes,  qui  dif- 
fèrent entre  elles  de  air  i.  Si  z  est  réel  et  positif,  un  de  ses  argu- 
ments, <p,  est  nul,  et,  en  prenant  Â'  =  o,  on  voit  que  le  logarithme 
a  une  valeur  réelle,  c'est  le  logarithme  arithmétique;  si  :;  est  né- 
gatif ou  imaginaire,  toutes  les  valeurs  de  son  logarithme  sont 
imaginaires. 
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Corollaires.  —   i®  Cherchons  les  valeurs  de  z  qui  annulent 
sin5  et  cosz  et  qu'on  nomme  les  zéros  de  ces  fonctions. 
Écrivons  d'abord  que  sin5  est  nul;  il  vient 

«'-  —  e-'==o,         ou         e-^^=i^ 
c'est-à  dire 

21  z  =  io^ï  =  2kizc        [d'après  (5)], 
d'où 

z  =  kr„ 

formule   qui  montre  que  sin.3  ne  s'annule  que  pour  les  valeurs 
réelles  qu*on  sait  annuler  sin^. 
Exprimons  que  cos^  est  nul  : 

g/z  ^  g-iz  ^  Q^  ou  €*'-  =  —  I , 

c'est-à-dire 

2t5  =  log(  — I). 

Comme  —  i  =  cosir  -f-  /  simr,  le  module  de  —  i  est  -4-  i ,  et  un 
de  ses  arguments,  cp,  est  ir;  donc,  d'après  (5), 

log(—  i)  =  i{TZ  -H  iki:)j 

ety  finalement, 

lis  =  i(TZ'\'  aX:?:), 
d'où 

1 

formule  qui  donne  lieu  à  la  même  remarque  que  la  précédente. 

2®  Cherchons  de  même  les  zéros  de  la  fonction  exponentielle,  e*. 

La  relation 

e==  G 

montre  que  z  est  le  logarithme  de  zéro,  et  réciproquement;  le 
logarithme  arithmétique  de  zéro  étant  — oo,  et  l'argument  ©  de 
zéro  étant  indéterminé,  on  a,  pour  les  zéros  de  e*,  la  formule 

z  =  —  00  -h  io, 

139.  Ou  démontre  sans  difficulté  que  log3  jouil  des  mêmes 
propriétés  que  les  logarithmes  réels.  Ainsi,  si  l'on  a 

z  =  e'*»is=, 
z'  =  eio«-, 
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OQ  aura  (n®  149) 

d'où 

log(55')  =  log-5  4-  log>5'-H  lAizi. 

La  dérivée  de  log^  sera  -;  il  suffit,  pour  le  voir,  de  dériver  par 

rapport  k  z  Ia  relation  de  définition  z  =  e'°*^,  ce  qui  donne, 
en  appliquant  la  règle  de  dérivation  d'une  fonction  de  fonc- 
tion (n«  137), 

d'où 

Comme  corollaire,  on  voit,  en  appliquant  la  même  règle,  que  la 
dérivée  de  log/(5), /(>3)  étant  une  fonction  analytique,  est    f-ri' 

160.  Fonction  .s».  —  On  définira  z",  pour  n  quelconque  (réel 
ou  imaginaire)  par  la  relation 

(6)  5«=e"""iï=, 

qui  a  lieu,  d'après  le  corollaire  3**  du  n°  149,  lorsque  n  est  entier, 
puisque  ;;  ==  e^'^^'. 
Soit  toujours 


z  =  p{coso  -{-  is'ino ); 
il  vient  dans  (6),  en  remplaçant  log5  par  sa  valeur  (5), 

Si  n  est  réel,  on  peut  écrire 

p"  désignant  la  valeur  positive  de  la  puissance  /i*^"*  du  module. 
D'après  cela,  s"  a  des  valeurs  différentes  qu'on  obtient  en  mul- 
tipliant Tune  d'elles  par  e'*"'^'.  Si  n  est  réel  et  entier,  e**""' est 
égala  l'unité,  quel  que  soit  l'entier  A:,  et  z"  n'a  qu'une  valeur; 

si  n  est  une  fraction  irréductible,  n^=^  —9  z^  aura  a  valeurs  dis- 

tinctes,  obtenues  en  donnant  à  A*,  dans  (8),  les  valeurs  o,  1,  ...t 
{q —  i);  si  Al  n'est  ni  entier  ni  fractionnaire,  z"^  aura  une  infinité 
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de  valeurs.  Par  exemple,  z^,  ou  y/'-s,  a  deux  valeurs,  égales  et  de 
signes  contraires. 

On  a,  en  vertu  de  la  formule  (6)  de  définition,  quels  que  soient 
n  el  n', 

et,  en   supposant  qu'on  prenne  la  même  valeur  pour  les  deux 
fonctions  logz  du  second  membre, 

c'est-à-dire  que  le  produit  d'une  des  valeurs  de  5"  par  une  valeur 
conç^enable  de  z"'  est  une  des  valeurs  de  z*^"^"'. 

Nous  pouvons  maintenant  définir  une  puissance  quelconque  de 
l'exponentielle;  on  a  en  effet,  par  (6), 

Or  une  des  valeurs  de  loge"  étant  évidemment  u^  ce  logarithme  a 
pour  valeur  générale  u  -t-  7.kizi^  de  sorle  que 

Si  n  est  entier,  le  second  membre  est  e"",  comme  cela  devait 
élre  {n?  149,  corollaire  3**);  si  n  n'est  pas  entier,  le  second 
membre  a  des  valeurs  en  nombre  limité  ou  illimité  selon  que  n 
est  fractionnaire  ou  incommensurable,  et  la  formule 

sans  être  fausse,  puisqu'elle  correspond  au  choix  de  k  =  o,  ne 
donne  qu'une  des  valeurs  du  premier  membre.  Sous  cette  réserve, 
on  conclut  de  là  les  formules 

c'est-à-dire  (\\iune  des  valeurs  de  {z'^y  est  >g""'.  De  même 

c'est-à-dire  qu'w/îe  des  valeurs  de  {zu)"  est  le  produit  d'une  valeur 
de  5"  par  une  valeur  de  w". 

Enfin  la  dérivée  de  5"  est  /is'*"*  :  on  le  voit  en  dérivant  par 
rapport  à  z  les  deux  membres  de  la  relation  de  définition  (6),  ce 


l58  PREMIERE   P\HT1K.    —    CALCUL   DIFFÉRENTIEL. 

qui  donne 

,       n        n 

(c«)'=  e">"ï=-  =  ~5", 

z"  ayant,  dans  les  deux  membres,  la  môme  détermination. 

161.  Développements  de  log(i-h;5)  et  de  (n-^)'«.  —  Il  est  aisé 
d'obtenir  les  développements  de  ces  deux  fonctions  en  séries  de 
puissances. 

i"  On  a  identiquement 

— ^     =  I  -  34-;;*—  3=»  f-...-h(— 1)«  -"  -. 

I  -+-3  ^     I  -h  3 

D'ailleurs  la  série  de  puissances  i  —  ^  -f-  z'^ —  5'  +. . .  a  évidem- 
ment pour  rayon  de  convergence  l'unité,  et,  si  mod^  est  inférieur 

à  I ,  le  terme  résiduel  —7—:  tend  vers  zéro  pour  n  infini.  Par  suite, 
la  série  indéfinie 

(9)  ,_  --f-cî—  3^-^... 

représente  —_ — >  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  Taffixe  est  à 

rintérieur  du  cercle  de  rayon  i ,  décrit  de  l'origine  comme  centre. 
Cela  posé,  log(i  -i-  z)  est  une  fonction  analytique  de  ^,  dont  la 

dérivée  est         ^y  daprcs  le  n®  159;  si  donc  log(i  -i- z)  est  déve- 

loppable  en  série  de  puissances,  les  termes  de  son  développemcnl 
auront  respectivement  pour  dérivées  les  termes  de  (9),  en  vertu 
(lu  n**  1  to,  et  ce  développement  sera  dès  lors,  à  une  constante  près, 

32        z^        z'» 

(10)  -_  -0-  -_  _^.... 

•A  J  .| 

D'ailleurs  la  série  (10)  admet  le  cercle  de  rayon  un  pour  cercle  de 
convergence  (n'^141);  c'est  donc  une  fonction  déterminée  et  con- 
tinue de  -S  à  l'intérieur  de  ce  cercle,  et  sa  dérivée  est  la  série  (g), 
c'est-à-dire 


Dès  lors  la  série  (10)  et  la  fonction  log(i-|-5),  ayant  même 
dérivée  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  inférieur 
à  I,  ne  diffèrent  que  d'une  constante  (n®  153,  Remarque).  Si  l'on 
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choisit  pour  log(i  -+-  z)  la  valeur  qui  s'annule  pour  5  =  o,  la  con- 
slanle  est  nulle,  puisque  la  série  (lo)  s'annule  aussi  à  l'origine; 
on  a  donc 

-î  ^3  5^ 

l0g(.-4-^)=^---Hy--H-..., 

<léveloppement  valable  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  i  décrit  de 
Torigine  comme  centre. 

2"  Pour  (14-5)'",  démontrons  que  le  développement  classique 
ilii  binôme  est  encore  valable  quels  que  soient  5  et  m,  pourvu 
<|ne  inod^  soit  inférieur  à  l'unité.  Posons  à  cet  effet 

m  m  (  m  —  i)     .       mi  m  —  \){  m  —  9.  )    . 

•'^    ^  I  \,'X.  I.V..3 

Dans  cette  série,  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est 

m  —  Il 

quantité  dont  le  module  finit  par  rester  inférieur  à  i,  à  partir 
d'une  valeur  assez  grande  de  n,  si  mod^<i;  la  série  des  mo- 
dules converge  donc  (n®  130),  c'est-à-dire  que  la  série  elle-même 
rst  absolument  convergente,  pour  mod^<;  i;  on  voit  de  même 
<|ue  la  série  des  modules  diverge  si  mod5>i  :  le  rayon  de  conver- 
(;ence  de  la  série  de  puissances  proposée  est  donc  égal  à  i. 
On  en  déduit,  en  appliquant  la  règle  de  dérivation, 

— /'(^)=iH ^ -H  • -î_f_...: 

d'où,  en  multipliant  les  deux  membres  par  i  -\-  z, 


//*  I  I  .  '2 


—  I  _,       (m  —  i)(m~'}.) 


Le  second  membre  est  la  somme  de  deux  séries  convergentes 
qu'on  a  le  droit  de  réunir  terme  à  terme  (n**  129,  6®);  donc 

el  Ton  retrouve  évidemment  au  second  membre  la  série  f(z). 
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Donc 

c'est-à-dire 

f'iz)  _     m 
J\z)    ~   l-hi* 

Le  premier  membre  est  la  dérivée  de  log/(5),  le  second  est  celle 
de  m  log(i  4-5)5  on  a  donc  (n"  155,  Remarque) 

\oq/(z)=  m  log(i-4-^)-h  const. 

Pour  5  =  0,  /(s)  et  log(i  -4-  z)  se  réduisent  à  rnnité,  et  des  lors 
la  constante  est  nulle;  on  en  conclut 

la  valeur  à  prendre  pour  log(i  -h  z)  étant  celle  qui  s'annule  avec  z  : 
et  par  suite 

la  détermination  à  choisir  pour  (i -^  z)"*  élant  celle  qui  est  égale 
à  I  lorsque  z  est  nul.  On  a  donc,  sous  le  bénéfice  de  cette  obser- 
vation, 

m  m  (m  —  O    „ 

I  I  .  Vî 

développement  valable  quel  que  soit  m,  et  pour  toutes  les  valeurs 
de  z  dont  le  module  est  inférieur  à  l'unité. 


II.  —  FONCTIONS  MONODROMES. 


162.  La  formule  (5)  du  n«  158 

log5  =  logp-hi'îp, 

où  o  est  un  quelconque  des  arguments  de  z,  permet  de  suivre 
les  variations  de  la  fonction  logs,  lorsque  la  variable  z  varie  d'une 
manière  continue  quelconque. 

Soit;;»  CAo-  -14)  un  point  du  plan^  (f^  un  de  ses  arguments; 
imaginons  que  la  variable  z  parte  de  Zo,  avec  la  valeur  Ço  de  l'argu- 
ment, et  décrive  une  ligne  ZqTj  :  la  fonction  logs  part  de  Zq  avec 
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la  valeur  bien  déterminée 

(  L  )  log  mod  j5o  -t-  i  »o  ; 

quand 2  suit  la  ligne  ZqZ,  son  argumenl  varie  d'une  manière  con- 

Fig.  44. 
^        z 


linue  et  acquiert  en  Z  une  valeur  finale  O,  parfaitement  déter- 
minée; \ogz  varie  également  d'une  manière  continue,  en  partant 
de  la  valeur  (L),  et  acquiert  en  Z  la  valeur  logP-h  «O  (P  dési- 
gnant modZ),  qui  est  parfaitement  déterminée. 

Or  ici  se  présente  ce  fait,  d'une  importance  fondamentale,  que 
si  z  suit  deux  chemins  différents  pour  aller  de  Zq  en  Z  (/iff.  45), 

Fig.  45. 
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les  valeurs  finales  de  log^  au  point  Z  ne  sont  pas  nécessairement 
les  mêmes,  bien  que  les  valeurs  initiales,  en  z^^  le  soient. 

Considérons,  en  effet,  les  deux  chemins  ^omZ  (plein)  et  ^o^^ 
(ponctué).  Quand  la  variable  suit  le  premier,  l'argument  de  z 
varie  de  s©  à  <>  ;  de  sorte  que  l'on  arrive  en  Z  avec  la  valeur  finale  : 

logZ  =  logP-h  t*. 

Quand  la   variable   suit  le  second  chemin  ^q/iZ,   Targument 
H.  II 
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de  z,  varie  de  '^^  à  —  (  27r  —  <ï>),  et  Ton  a  pour  la  valeur  finale  : 

logZ  —  logP  -H  t(<ï>  —  ÏTt). 

Ces  deux  valeurs  de  logZ  ne  sont  pas  les  mêmes;  elles  diffèrent 
de  2Tzi\ 

Il  y  a  ainsi  des  fonctions  de  :;  qui  prennent  en  un  point  du  plan 
des  valeurs  différentes  selon  le  chemin  suivi  par  la  variable;  c'est 
ce  qui  explique  Tutilité  de  la  définition  suivante. 

163.  Définition.  —  On  dit  qu'une  fonction  f{z)  est  mono- 
drome  (ou  uniforme)  dans  une  région  R  du  plan,  lorsque  le 
points,  de  coordonnées  x^y^  étant  assujetti  à  rester  dans  cette 
région,  la  fonction  prend  en  chaque  point  une  valeur  unique, 
indépendante  du  chemin  suivi  par  le  point  c. 

En  particulier,  si  z  décrit  une  courbe  fermée,  la  fonction  mo- 
uodrome  u  =/(z)j  revient  au  point  de  départ  avec  sa  valeur  ini- 
tiale. Réciproquement,  si  elle  jouit  de  cette  propriété  pour  toutes 
les  courbes  fermées  tracées  dans  R,  elle  est  monodrome  dans 
cette  région^   qu'on   décrive,  en  effet,  le  chemin  Zoaz(fig.  ^6) 

Fig.  /,G. 


en  partant  de  Zq  avec  la  valeur  Uq  de  la  fonction,  on  arrive  en  z 
avec  une  valeur  u]  el  si  Ton  décrit  ensuite  le  chemin  zbz^^  on 
arrive  en  5o,  par  hypothèse,  avec  la  valeur  u^.  Si  maintenant  on 
rétrograde  de  Zq  en  z  suivant  z^b z,  la  fonction  repasse  en  chaque 
point  par  la  même  valeur  que  toutàTheure  et,  par  suite,  acquiert 
en  z  la  valeur  u.  En  d'autres  termes,  les  deux  chemins  z^az 
et  Zç^bz^  décrits  avec  lu  valeur  initiale  Wq,  conduisent  en  :;  à  la 
même  valeur  u  de  la  fonction.  c.  q.  f.  d. 

164.  Exemples.  —  Donnons  maintenant  quelques  exemples. 
i"  Les  polynômes  entiers  en  z,  les  fractions  rationnelles  (quo- 
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lienls  de  deux  pol^^nomes  enliers),  les  fonctions  e^,  sinz,  cos^, 
rangs,  sont  monodromes  dans  tout  le  plan;  en  effet,  elles  n'ont 
en  un  point  du  plan  qu'une  seule  valeur,  et  c'est  toujours  à  cette 
valeur  que  l'on  arrivera,  quel  que  soit  le  chemin  suivi  par  le 
point  z. 

2"  La  fonction  y/5  n'est  pas  monodrome  dans  toute  région  com- 
prenant le  point  5  =  0,  c'est-à-dire  l'origine.  En  effet,  si  l'on  pose 

z  =  p  (coscp  -t-  i  sin©)  —  pe'fj 

j 
on  aura  [n°  160,  équation  (8)],  pour  la  valeur  de  5'',  ou  ^'zy 

o  étant  un  des  arguments,  îpo  -h  2Â*7r,  de  z. 

SI  le  point  z  {/îg*  47)  décrit,  dans  le  sens  positif,  un  contour 

Fig.  47. 


lermé  entourant  l'origine,  l'argument  «p,  de  5,  varie  d'une  manière 
continue  et  augmente  de  air;  par  suite,  \/z  varie  d'une  manière 
continue  et  revient  au  point  de  départ  avec  la  valeur 


1   ^.9H-ïiï 


p^e 


1    ^  l  '9  1    .? 

«     =  p«e  •  c'^=  p'e  *  (cosit-^-  isirnt)  =  —  p^e  ^. 


En  d'autres  termes,  ^^z  change  de  signe  quand  z  décrit  un  con- 
tour fermé  contenant  l'origine;  ^z  reprendrait  la  même  valeur  au 
point  de  départ  si  z  décrivait  deux  fois  le  contour. 

3^*  Plus  généralement,  la  fonction  (z  —  «)'",  où  m  n'est  pas 
entier,  n'est  pas  monodrome  dans  toute  région  comprenant  le 
point  z  =  a.  Car  si  l'on  pose 

5  —  a  =  p(coscp  ~-  tsincp)  =  pc'?, 
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on  aura  (n"  160),  en  supposant  m  réel, 

'^  désignant  un  des  arguments,  Oq-t  aA -it,  de  5  — a,  et  p*"  la  valeur 
positive  de  la  puissance  m'^™*  du  module. 

Si  :;  ijig'  48)  décrit,  dans  le  sens  positif,  un    contour  fermé 

Fig.  48. 


entourant  le  point  «,  Targument  y  de  z  —  a  augmente  de  atr, 
et  {z  —  a)"*,  qui  a  varié  d*une  manière  continue,  revient  au  point 
de  départ  avec  la  valeur 

La  fonction  (z  —  «)'"  se  reproduit  donc  multipliée  par  e^""^', 
quantité  différente  de  i,  puisque  m  n'est  pas  entier. 

Au  contraire,  {z  —  <^)"^  {fig*  49)  est  monodrome  à  Tintérieur 

Fig.  49. 


d'une  région  limitée  par  une  courbe  fermée  ne  contenant  pas  le 
point  a,  car  si  ;;  décrit  cette  courbe,  ou  une  courbe  intérieure, 
l'argument  de  z  —  a  reprend  sa  valeur  initiale  quand  on  revient 
au  point  de  départ. 

Mais  il  est  essentiel  d'ajouter  que  la  courbe  fermée  qui  limite 
la  région  doit  être  à  contour  simple,  c'est-à-dire  doit  pouvoir 
être  décrite  d'un  seul  trait;   en  effet,  dans  une  région  limitée  par 
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deux  courbes  fermées  entourant  le  point  a  {fig-  5o,  partie  non 
ombrée),  la  fonction  (:;  —  a)"^  n'est  pas  monodrome,  car,  en 
restant  dans   cette    région,   le   point  z  peut  tourner  autour  du 

Fig.  5o. 


point  a,  de  sorte  qu'on  revient  au  point  de  départ  avec  une  valeur 
de  (5  —  a)"*  différente  de  la  valeur  initiale. 

Le  point  a  est  dit  critique  pour  la  fonction  [z  —  a)"*,  quand  m 
n'est  pas  entier. 


4°  La  fonction  \/{z  —  a){z  —  b){z  —  c),  produit  des  trois  radi- 
caux \/'z~^  a,  y:;  —  b,  y/ 3  —  ^î  ^'^st  pas  monodrome  dans  une 


région  qui  comprend  un  des  points  a,  6,  c;  elle  Test  à  l'intérieur 
d'un  contour  simple  ne  contenant  aucun  de  ces  points.  Elle  est 


Fig.  5i. 


également  monodrome  dans  la  région  (non  ombrée)  limitée  par 
deux  courbes  fermées  entourant  chacune  deux  des  points  a,  6,  c 
(région  à  contour  complexe)  {/ig.  5i);  car,  en  restant  dans  cette 
région,  on  ne  peut  tourner  autour  de  a  sans  tourner  en  même 
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temps  autour  de  fc,  de  sorte  que,  lorsqu'on  revient  au  point  de 
départ,  les  deux  radicaux  \h  —  a  ^\.\z  —  b  ont  changé  simulta- 


nément de  signe  ou  n'ont  pas  changé.  Le  troisième  radical  \iz  —  c 
reprenant  sa  valeur  initiale,  puisque  c  est  en  dehors  de  la  région 
considérée,  la  proposition  est  établie. 

La  fonction  \\z  —  «j(-  —  ^){^  —  ^)  n'est  pas  raonodrome  dans 
une  région  limitée  par  deux  courbes  fermées  contenant  chacune 
un  (ou  trois)  des  points  «,  6,  c;  car  ce  n'est  pas  une  région  à 
contour  simple,  et,  sans  en  sortir,  le  point:;  (y?^.  02)  peut  tourner 

Fig.  52. 


autour  de  a  seul,  de   sorte  que  la  fonction,  quand  on  revient  an 
point  de  départ,  a  changé  de  signe. 

5''  La  fonction  log5  n'est  pas  monodrome  dans  toute  région 
qui  comprend  le  point  2  =  o  (origine);  on  a  en  effet,  en  po- 
sant z  =:  pe'?, 

I0g5  =  l0gp  -h  icp, 

tp  étant  un  des  arguments  de  z. 

Si  donc  z  fait  un  tour  dans  le  sens  positif,  autour  de  l'origine, 
cp  augmente  de  271  et  log5  augmente  de  2Tzi.  Si  z  fait  un  tour 
autour  de  O  dans  le  sens  négatif,  log«  augmente  de  —  2  7t/. 

Au  contraire,  logs  est  monodrome  à  l'intérieur  d'un  contour 
simple  ne  comprenant  pas  l'origine. 

Mêmes  conclusions  pour  la  fonction  log(z  —  a)  et  le  point 
s  =  a,  qui  est  son  point  critique. 

En  résuniéy  les  fonctions  telles  que  (5  —  a)«,  {z  —  6)P,  {z  —  c)Y, 
log(5  —  rt),  ...  sont  monodromes  dans  toute  région  à  contour 
simple  qui  ne  comprend  aucun  point  critique;  sous  une  autre 
forme,  on  peut  dire  que  deux  chemins  allant  d'un  point  ^0  à  un 
point  Z    conduisent  à    la   même  valeur   fînale    de   la  fonction , 
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lorsqu'on  peut  déformer  le  premier  d'une  manière  continue  et 
sans  traverser  de  point  critique,  de  façon  à  le  faire  coïncider 
avec  le  second. 

165.  Continuité.  —  On  dit  que  la  fonction  analytique /(js)  est 
continue  pour  ^  =  3q  lorsque,  étant  donné  un  nombre,  e,  aussi 
petit  qu'on  veut,  on  peut  assigner  un  nombre  'r\  tel  que  Ton  ait 

mod[/(-So-+-A)-/(-8o)]<s 

pour  toutes  les  valeurs  de  h  dont  le  module  est  •<  r\.  C'est  la  dé- 
finition qu'on  a  déjà  adoptée  pour  les  séries  de  puissances.  La 
fonction/(z)  est  dite  continue  dans  une  région  du  plan  si  elle  est 
continue  pour  tous  les  points  de  celte  région.  Les  fonctions  <?*, 
sin^,  C0S2,  les  polynômes  entiers  en  z  sont  continus  dans  tout  le 
plan,  comme  on  Ta  établi  déjà.  La  fonction  tang^  n'est  pas  con- 
tinue dans  une  région  comprenant  un  dçs  points  5  =  (2  A: -f- 1)  -1 

où  tang^  devient  infinie  ;  elle  est  continue  dans  toute  autre  région. 
De  même  log  5  n'est  continue  que  dans  une  région  ne  compre- 
nant pas  l'origine. 

Géométriquement,  la  définition  de  la  continuité  s'interprète 
comme  il  suit. 


Représentons  la  variable  ^,  comme  d'ordinaire,  sur  un  plan  par 
Fig.  53.  Fig.  54. 


le  point  dont  les  coordonnées  sont  la  partie  réelle  et  la  partie  ima- 
ginaire Aq  z]  représentons  de  même/(-3)  sur  un  autre  plan.  Du 
point  /(zq)  comme  centre,  dans  le  second  plan,  décrivons  un 
cercle  y,  de  rayon  e  ;  il  faut,  pour  la  continuité  de  f{z)  au  point  Zq, 
qu*on  puisse  assigner  r\  (Jig»  53)  tel  que,  si  le  point  z  reste  dans 
le  cercle  de  centre  Zq  et  de  rajon  y\  du  premier  plan,  le  point  /{z} 
du  second  plan  reste  dans  le  cercle  y  {fig'  54 )• 
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166.  Séries  dont  les  termes  sont  des  fonctions  d'une  variable 
imag^inaire.  —   Soit  la  série 

(S)  ui(z)-^  Uî(z)  -i-,..-i-  u,t{z)-h...: 

on  dit  qu'elle  est  uniformément  convergente  dans  une  région  R 
du  plan  si,  étant  donné  t,  on  peut  assigner  un  nombre  N,  fonction 
de  £  seul,  tel  qu'on  ait 

pour  /?  ^  N  et  pour  toutes  les  valeurs  de  z  dont  raffiKe  est  dans  la 
région  R  (voir  le  n"  139).  On  établit,  comme  dans  la  remarque 
du  n"  140,  que  : 

[/ne  série  est  uniformément  convergente  dans  une  région  si, 
dans  cette  région,  les  modules  de  ses  termes  so/it  égaux  ou  infé- 
rieurs aux  termes  de  même  rang  dUine  série  numérique  con- 
vergente,  à  termes  positifs. 

Il  est  clair  que  la  série  est  aussi  absolument  convergente  dans 
le  même  cas. 

167.  Les  séries  uniformément  convergentes  dans  une  région,  et 
dont  les  termes  sont  des  fonctions  monodromes  et  continues  de  z 
dans  la  même  région,  jouissent  d'une  propriété  importante  : 

Leur  somme  est  une  fonction  monodrome  et  continue  dans 
la  même  région. 

Elle  est  monodrome,  car  la  série  converge  et  chacun  de  ses 
termes  n'a  qu'une  valeur  pour  une  valeur  de  z]  je  dis  qu'elle  est 
continue;  il  suffit,  pour  le  voir,  de  reproduire  sans  changement 
le  raisonnement  du  n°144,  en  remplaçant  le  cercle  de  convergence 
par  la  région  de  convergence  uniforme. 

C'est  surtout  dans  le  Cours  de  seconde  année  que  la  théorie 
des  fonctions  analytiques  sera  développée;  on  se  bornera  ici  à  ces 
brèves  indications. 
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CHAPITRE  VIL 

DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIE. 


FORMULE  DE  TATLOR  DANS  LE  CAS  DE  PLUSIEURS  VARIABLES. 


168.   Soit  une  fonction  de  deux  variables  z  =/{x^ y)',  dési- 
gnons par  h  et  k  deux  constantes  et  considérons  la  fonction  de  t  : 

Si  l'on  supposer  et  j^  constants  et  t  variable,  on  aura,  par  la 
iormule  de  Maclaurin,  en  employant  le  reste  de  Lagrange, 

0(0  =  ?(o)  -f-  ^^p'(o)-f. . .-f-  ^-^irry!  ?'*"' (^>  ■+-  -^ ri^n^ 

Calculons  les  dérivées  successives  y'(0>  ?'(0' ^"  posant, 

pour  simpliGer, 

X  -^  ht  —  m,        y-^  kt  =^, 
on  a 

d'où 

•    *^  ÔOL    dt  0^    dt  dOL  â'i^' 

et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ^"(t)  inclus,  où  Ton  remplacera  /  par  6^. 
Mais,  d'ailleurs,  à  cause  des  relations  a  =  j;  -f-  hl^  [:i  =y  -f-  kt^  les 
dérivées  partielles  de /(a,  P),  par  rapport  à  a  et  p,  sont  les  mêmes 
que  les  dérivées  partielles  de  même  ordre  par  rapportai  et  y;  de 
sorte  que 


'    "^   ^  Ox"  dx"-^Of  dy'^ 
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les  coefficients  étant  ceux  du  binôme  (n°  44),  et  t^  •  •  désignant 
Y /{x-^  litjy-^kt) Faisons  maintenant  <  1=0  dans  ces  déri- 
vées, pour  avoir  cp'(o),  '^"{o),  ...;  les  expressions  — >  ••  •  dési- 
gneront alors  —  /(x,  y)^  . . .,  et  il  viendra 

?(o  --/{^  -i-  ht,  y  H-  kt)  =S{x,y)  -h  /(/*/;-+-  v;  ) 

Faisons  enfin  ^  =  i;  nous  obtenons  la  formule  cherchée  : 
f{x^h,y^k) 

(  Ai  —  I  j  î  L  t^j;"-*  i  dr«-« cix  J 

ce  qu'on  écrit  symboliquement  : 

i.'2...(,/i  — i)  \     dr  d^/ 

en  convenant,  dans  le  développement  des  binômes,  de  remplacer 
la  puissance  (^j    (^j    ^^r -^j—^^. 

Quant  au  reste  R„,  il  a  la  même  forme  que  le  terme  qui  le 
précède;  on  remplacera  simplement  dans  ce  terme  n —  1  par  n, 
^^/i^^y)  par/(a:4-0A,y-4-6A-). 

On  montre  aisément  que  la  formule  s'applique  siy(x,^)et 
ses  dérivées  partielles  jusqu'à  Tordre  n  inclusivement  sont  conti- 
nues et  déterminées,  lorsque  x  et  y  varient  de  x  à  :r  -i-  A  et  de 
y  ky-hfc. 

L'extension  de  celte  formule  à  un  nombre  quelconque  de  va- 
riables est  immédiate. 

169.  Remarque.  —  Si  Ton  pose  /(x,y)=  z,  h=z  dx,  k  =  dy. 
on  voit  que,  dans  la  formule  précédente,  les  termes  successifs 

^/;-^  dyfy,        dx^  /;.-!-  -idx  dyfl^-^  dy-^f;,,  . . . 

sont  égaux  à  dz^  d^z,  ...  (n"  44).  Donc  on  peut  écrire,  en  re- 
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marquanl  que  f{x  -f-  rfar,  y  4-  dy)  — /(^,  y)  n'est  aulre  chose 
que  l'accroissement  A:;,  de  5, 

2  !  (  /i  —  i  ;  1 

formule  importante  qui  est  également  vraie  pour  une  fonction 
d'un  nombre  quelconque  de  variables  et,  en  particulier,  d'une 
seule.  Le  premier  terme  est  dz^  valeur  principale  de  Ac,  ainsi 
que  cela  devait  être. 


II.  -   PROGËDËS  POUR  EFFECTUER  LES  DÉVELOPPEMENTS 
EN  SÉRIE. 


170.  Dans  le  calcul  différentiel,  on  a  souvent  besoin  de  déve- 
lopper une  quantité  en  série  suivant  les  puissances  d*un  ou  de 
plusieurs  infiniment  petits,  ou  du  moins  de  trouver  un  certain 
nombre  de  termes  de  ce  développement.  Soit,  par  exemple, y  une 
fonction,  y=if(^x),  d'un  seul  infiniment  petit  x\  la  formule  de 
Maclaurin,  si  elle  est  applicable,  résout  la  question  : 

et,  en  négligeant  le  dernier  terme  (reste),  on  a  la  valeur  de  j'-  aux 
infioinient  petits  près  d'ordre  supérieur  à  /i. 

Souvent,  la  formule  de  Maclaurin,  appliquée  directement,  con- 
duirait à  des  calculs  très  longs,  à  cause  de  la  nécessité  d'obtenir 
les  dérivées  successives  de  ^;  parfois  aussi  elle  est  inapplicable. 
Voici  quelques  procédés  qui  permettent  de  simplifier  les  opéra- 
tions. 

171.  Produit.  —  Supposons  qu'il  s'agisse  d'obtenir  le  déve- 
loppement d'un  produit,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre 
supérieur  à  /i,  par  rapport  à  x, 

Si^  =  uv^  et  si 

M  =  Xx'^-r-  Bj7«-^-»-^..., 
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on  fera  le  produit  uv  et  Ton  ne  gardera  que  les  termes  d'ordre 
égal  ou  inférieur  à  n]  pour  cela,  il  est  clair  qu^il  suffira  de  s'ar- 
rêter, dans  II,  aux  termes  en  a:"*?,  et,  dans  c,  aux  termes  en  ;r""*. 
On  aura  alors 

et,  dans  le  produit  de  deux  polynômes  qui  figure  au  second 
membre,  on  négligera  les  termes  en  x""^*,  j;""*"*,  ...:  ce  qui 
donnera^  avec  l'approximation  demandée. 


172.  Quotient.  ---  Soity=r  -.  w  et  v  ayant  Ips  mêmes  expres- 
sions que  plus  haut;  cherchons  de  même  à  quels  termes  on  doii 
s'arrêter  dans  u  et  (^,  pour  que  le  quotient,  ordonné  suivant  le< 
puissances  croissantes  de  x,  donne  y  ^"x  termes  près  d'ordre  supé- 
rieur à  n.  Écrivons  pour  cela 

i»  z=  pj  -f.  S,        M  —  wi  -I-  R, 

R  et  S  étant  les  parties  négligées  dans  u  cl  v;  il  faut  que  l'expres- 
sion 

u  U\  UUi  UUi 

soit,  en  x,  d'ordre  supérieur  à. /i. 

On    sera  sur  qu'il  en  est  ainsi   si      -  et sont  séparément 

'  UUi  UUi  ^ 

«l'ordre  supérieur  à  n;  comme  ww,  est  d'ordre  2a  et  u  d'ordre  a. 
il  faut  que  S  soit  d'ordre  /? -^  a  4- i  ;  de  même  R  devra  être 
d'ordre  n  -^  9.7. —  [5  -f-  1 .  On  aura  alors,  aux  termes  près  d'ordre 
supérieur  à  /?, 

et  il  suffira  d'efl'ectuer  la  division  des  deux  polynômes  ci-dessus, 
ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  x,  en  s'arrêtant  au 
terme  en  .r",  pour  avoir  la  valeur  cherchée  de^'. 

En  particulier,  si  a=^o,  P -=  o,  on  prendra  dans  u  et  t^»  jus- 
qu'aux termes  en  x"  inclus,  et  l'on  fera  le  quotient  en  s'arrêtant 
au  même  terme. 
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173.  Exemple.  —  Vu  exemple  important  est  le  suivant  : 
Soit 

OL  désignant  un  nombre  entier  et  positif,  et  /(^)  et  f  (^r)  des 
fonctions  finies  et  non  nulles  pour  x  =  a.  On  pose 

X  -  -  a  —  h, 

cl  l'on  demande  le  développement  de  y  suivant  les   puissances 
croissantes  de  h. 
On  a 

_      f{a-^h)     _     I     f(a)-¥-hJ'(a)'~... 
^  ~  h^f{a~  h)  ~  h^    o(rt  )  —  A  qp'(a) -^. . . 

en  supposant  la  formule  de  Taylor  applicable  à  f{a-{-h) 
et  ©(a-h  h). 

Si  Ton  veut  avoir  y  jusqu'aux  termes  en  A"  (inclus),  on  déve- 
loppera le  quotient 

fia)  -^hf'(a)  -.-... 
©(a  )  --  /ic&'(a;  -T-. . . 

jusqu'aux  termes  en  A""^",  et  pour  cela,  d'après  la  règle  du  nu- 
méro précédent,  on  fera  le  quotient,  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  A,  des  deux  polynômes 

—r^-^^ -A-4-BA-hC/j«-+-. ..-'-?/*«+«, 

5(  a)  7-  /t»  (a  )-f-...-i-  , r-c&*-^"(rt) 

^  ^    ^  (an-  n)\  '  ^ 

un  s'arrélant  au  terme  en  A«"^".  On  aura  alors,  pour^, 

Les  premiers  termes  ^-  -     •  •  ^  t  se  nomment  la  partie  infinie 

du  développement  de  y  au  voisinage  de  x  z:^  a^  parce  que, 
pour  a:  =  a  (c'est-à-dire  h^^^o),  ils  deviennent  infinis.  Si  Ton 
désire  obtenir  seulement  la  partie  infinie  c'est-à-dire  si  /i^=^  —  1, 

les  deux  termes  du  quotient^^-r—  -, ,  devront  être  calculés  jusqu'aux 
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termes  en  A«~*  (inclus),  et  dans  le  quotient  on  s'arrêtera  égale- 
ment aux  termes  en  A<*~',  c'est-à-dire  qu'on  prendra  au  numé- 
rateur et  au  dénominateur  autant  de  termes  qu'on  désire  en 
obtenir  au  quotient. 

174.  11  est  parfois  impossible  de  développer  une  fonction  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  x;  la  fonction  log:c  en  est  ua 
exemple. 

Eu  elfet,  si  Ton  avait 

loga:  —  A 07*-+-  Ba?«-t-*-+-  Gara-»-* -h.  .  .^ 

il  faudrait  que  a  fût  négatif,  puisque,  pour  x  =  o^  \ogx  =  ^  x>; 
soit  a  =^  —  w,  on  aurait  alors 

x"'\ogx  —  A  -f-  Bj:-4-  Cx^-h. . ., 

ce  qui  est  impossible,  car,  pour  ^  ^^  o,  le  premier  membre  tend 
vers  zéro,  quelque  petit  que  soit  m,  et  le  second  tend  vers  A,  qui 
n'est  pas  nul,  puisque  A^"  a  été  supposé  le  premier  terme  du  dé- 
veloppement. 

Si  l'on  a  une  expression  telle  que 

logM  —  log(Aa?«H-  Ba:a-^-*-H. . .), 

on  peut  obtenir  un  développement  comprenant  un  terme  en  logj:, 
suivi  de  termes  en  x.  On  écrira 

loga  =  logAo?*  (  I  -i-  j  a?  H- . . .  i  —  logA  -i-  a  \o^x  -h  log(  i  -h  —x-^-...  \. 

Si  l'on  pose 

p       ^ 

n  =    r  X  ~  ,  .  ,, 

A 

log(i  -|-  R)  sera  développable,  au  voisinage  de  x  =  o,  par  la  série 
connue  (n"  161) 

et  en  développant  R,  R*^,  R',  ...  jusqu'à  l'ordre  /?,  on  aura 

logw  —  a  Iog.r  "f-  logA  -t-  ajr  -h  ôar*---. .  .H-  /x", 
aux  termes  près  d'ordre  supérieur  à  n. 
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175.  Développement  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x. 
—  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  j?  était  un  infiniment  petit, 
et  nous  avons  cherché  des  développements,  applicables  à  des 
valeurs  très  petites  de  x,  et  ordonnés  suivant  les  puissances 
croissantes  de  cette  variable. 

Si  au  contraire  x  est  un  infiniment  grand,  on  posera  x=  -; 

z  sera  un  infiniment  petit,  et  la  fonction  y  =f(^x)^=/l  -  j  pourra 

être  développée,  par  les  méthodes  précédentes,  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  ^  : 

d'où,  en  faisant  a  =  —  /?«, 

y—  \x»»-^  Bar'«-»-^Ca:"»-2-4-..., 

ce  qui  donne  un  développement  de  y  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  rinfiniment  grand  x. 

Bien  entendu,  un  tel  développement  n'est  pas  toujours  possible  ; 
par  exemple,  pour  l'exponentielle  e^,  on  ne  saurait  avoir 

car  m  devrait  être  plus  grand  que  zéro,  puisque   e^=oo  pour 
j? infini;  il  viendrait  alors 

e'        ,        B 

—  =  Ah h. .., 

ce  qui  est  absurde,  puisque  le  premier  membre  tend  vers  l'infini 
pour  X  infini,  tandis  que  le  second  membre  reste  fini. 
De  même  on  ne  peut  avoir 

\ogx  =  A  a?"»  H-  Bx^-^  -H. . ., 
car  m  serait  positif,  et  il  viendrait 

»     1  A  ^ 

ce  qui  est  impossible,  car  pour  j?  =  ao  le  premier  tend  vers  zéro, 
quelque  petit  que  soit  m,  et  le  second  membre  tend  vers  A. 
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176.  Certaines  expressions  ne  sont  eommodément  dévelop- 
pables  qu'après  un  changement  de  variable;  voici  deux  exeaiples  : 

I  "  Soit  à  développer  (  1  -i —  j    suivant  les  puissances  croissantes 

dc-i. 
n 

Désignons  cette  fonction  par  y;  pour  fi  =:  00,  y  est  égal  à  e-*  : 
c'est  la  valeur  principale.  E^our  obtemr  les  termes  suivants,  pre- 
nons les  logarithmes,  et  appliquons  la  formule  du  développemeiii 
de  log(i  4-  «),  établie  au  n"  161, 

iog7-  'Hog(r-^  J)  -  ^(^  -  ,"f,  -  ~  --...) 

_  X'^  X^  ar* 

On  a  ainsi  le  développement  de  logj^'.  Ou  en  déduira  celui  de  r 

par  la  formule 

-il 

en  posant 

____  ^        ^ 

d'où 

r  r>  H»  R3  1 


Si  Ton  veut  s'arrêter  aux  termes  en  —,  inclus,  on  ne  poussera 
pas  plus  loin  que  --?  dans  le  crochet,  et  Ton  aura 

[X'         .r'  x*         i  /  x^  x^  \        I     iP*  "I 

'"~  ï^  "^  ï/fî  ~"47^  "^  2\4/i»  ""  3T'/       6  8n>J"^"  ■ 

■"^'['""'^i  '^  '^['^"^  ~s)~nA;x  "^  (T  "^  48/J    ""•••' 

les  termes  négligés  étant  au  moins  d'ordre  4  par  rapport  à  -• 
>;•  On   développera  d'une   manière  analogue  y  =^  n{\/x  —  i) 

suivant  les  puissances  croissantes  de  -;  on  écrira 
*  n 

V'x  ^  e«         =1-4-  -""-  4-  -r  ~^-  -h...; 
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d'où 

y  =  logx  H-  -r  -^ h  --r  -~  -f- . . . . 

°  'i\      n  3!      n* 

177.  Remarque.  —  Les  séries  de  Ta^-lor  et  de  Maclaurin  n'ont 
élé  établies  jusqu'ici  que  pour  les  fonctions  de  variables  réelles; 
c'esl  seulement  dans  le  Cours  de  seconde  année  qu'on  les  étendra 
auK  fonctions  de  variables  imaginaires  :  jusqu'à  nouvel  ordre,  les 
développements  ci-dessus  ne  sont  applicables  que  dans  le  domaine 
réel.  La  question  de  leur  convergence  est  également  réservée  pour 
une  étude  ultérieure. 

178.  Développement  des  fonctions  implicites.  —  Nous  indique- 
rons la  méthode  à  suivre  sur  des  exemples. 

I.  Soit  une  équation,  /(^,  y)  =  o,  ayant,  pour  x  =  Xq^  une  et 
une  seule  racine  y  égale  à  ^q  ;  on  demande  de  développer  cette 
racine  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  —  Xq,  Il  est  clair 
qu'en  posant  x  —  :ro=  Xetj^  — j^grr:  Y,  on  ramène  ce  casa  celui 
où  Xo=o  etj'o=  o;  soit  alors,  par  exemple,  l'équation 


qui,  pour  ^  =  o,  a  une  et  une  seule  racine  nulle.  Cette  racine,  j^, 
eât  infiniment  petite  avec  x,  et  l'on  voit  immédiatement  sur  l'équa- 
tion que  sa  valeur  principale  est  7.x^]  car  les  termes^'  et  — xy 
sont  infiniment  petits  devant  le  terme  en  y^  de  sorte  que  la  valeur 
principale  du  premier  membre  de  l'équation  est^  —  ix^  (*).  On 
peut  donc  poser 

3  s'annulant  pour  x  =  o,  et  l'équation  devient,  après  suppression 
du  facteur x^, 

x^(i-^ zy —  x{i-\-  z)-jf  5  =  0; 

elle  a,  en  r,  une  racine  nulle  pour  ^  =  o.  On  reconnaît  de  suite, 
comme  tout  à  l'heure,  que  la  valeur  principale  de  celte  racine 
est  2 X,  et  l'on  peut  poser 


(*)  Le  succès  de  ce  raisonnement  tient  à  ce  que  l'équation  contient  un  ternne 
en  y  :  or,  Texistence  de  ce  terme  résulte  nécessairement  de  l'hypothèse  que,  pour 
:r  =  o,  il  y  a  une  seule  racine  y  nulle. 

H.  13 
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Ç  s'annulant  pour  x  =  o.  On  formera  alors  réqualîon  Ç,  et  ainsi 
de  suite,  ce  qui  donnera,  en  remontant  la  série  des  calculs,  le 
développement  cherché  de  la  racine^  : 

j'  =  aa:**  -t-  2  JT^  -h 

II.  Si,  pour  :r  =  o,  Téquation  proposée  a  h  racines  y  égales 
à  zéro,  le  terme  de  moindre  degré  en  y  qui  reste  dans  l'équation, 
après  que  l'on  a  fait  x  =  o,  est  un  terme  en^^;  on  ne  peut  plus 
alors,  comme  dans  le  cas  précédent,  indiquer  immédiatement  les 
deux  termes  qui  constituent  la  valeur  principale  du  premier 
membre. 

Soit  par  exemple  l'équation 

(1)  y^—  xy  -^  x^  =  o, 

qui,  pour  ^  =  o,  a  trois  racines  nulles. 

Si  a  désigne  Tordre  de  l'une  d'elles  par  rapport  à  l'infinimeol 
petit  x^  posons 

(a)  yr^x^{k^z), 

Aétmt  une  constante  ^o  et  ^  s'annulant  pour  x  =  o.  Il  s'agit 
d'abord  de  déterminera  et  A.  Portons  la  valeur  (a)  de  j' dans  (1); 
il  vient 

Dans  le  premier  membre,  les  termes  du  degré  minimum  en  j* 
sont  évidemment  compris  parmi  ceux  de  la  somme 

(4)  A'x'a— Aar»-»-»-l-a7'; 

et  je  dis  d'abord  qu'il  doit  j  avoir  au  moins  deux  termes  du  degré 
minimum.  Car,  s'il  n'y  en  avait  qu'un,  son  coefficient  devrait  être 
nul,  puisque  le  premier  membre  de  (3)  doit  s'annuler  identique- 
ment quand  on  y  remplace  z  par  son  développement  en  x\  or 
aucun  des  termes  de  la  somme  (4)  ne  peut  avoir  son  coefficient 
nul,  puisque  A  est  supposé  ^o.  Il  faut  donc  qu'il  j  ait,  dans  (4)i 
au  moins  deux  termes  du  degré  minimum  (se  détruisant  entre 
eux);  c'est-à-dire  que  :  i°deux  des  exposants  3a,  a-|-i,  3  doivent 
être  égaux  entre  eux,  et  2"  être  inférieurs  (ou  au  plus  égaux)  au 
troisième. 
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On  a  donc  à  eiLaminer  les  trois  hypothèses  qui  satisfont  à  i^  : 

(a)  3a  =  a-4-i,         ou         a=-, 

(h)  a-hi  =  3,  ou         a  =  ■;►, 

(c)  3a  =  3,  ou         a  =  1. 

L'hypothèse  (c)  est  à  rejeter,  car  les  deux  exposants  égaux, 
3a  et  3,  sont  supérieurs  au  troisième,  a-+-i(=2)  et  la  condition  2** 
n'est  pas  vérifiée.  Au  contraire,  les  hypothèses  (a)  et  (fr)  sont 
acceptables. 

(a).   On  a  a=  -,  et  les  termes  de  moindre  degré  dans  (4)  sont 

comme  ils  doivent  se  détruire,  il  faut  qiieA^  —  A  =  o;  et  comme 
A  est  différent  de  zéro  par  hypothèse,  on  a 


Prenons  d'abord  A=  i;  il  vient  dans  (2) 

1 
y  =  a:*(i-+-^), 

:;  s'annulant,  comme  on  Ta  dit,  pour  ^  =  0;  et  dans  (3),  après 

1 
suppression  du  facteur  commun  x*^,  et  réduction  : 

1 
^3-H  3.3Î-+- 2>3 -4- ar- =  o, 

équation  qui,  pour  x  =  o,  n'a  qu'une  racine  z  nulle  :  la  valeur 

principale  de  celle-ci  est x'^,  et  Ton  obtiendra  son  développe- 
ment comme  dans  le  cas  I. 

On   a  ainsi,  pour  une  des  racines,  ^4,  de  l'équation   primi- 
tive (i)j 

jr^=  x^  il ar*  H- . . .  1  =  a:* 07*  -♦-... . 

En  prenant  A= — 1,   on  aurait  un  développement  analogue 
pour  une  autre  racine  : 

72  =  — ^*—  -^*-+-  — 
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(6).  On  a  a=  2;  les  termes  de  moindre  degré  en  jr,  dans  (i), 
sont 

d'où  A  =  1  ;  les  équations  (2)  et  (3)  deviennent  alors 

Cette  dernière,  pour  a:  =  o,  a  une  et  une  seule  racine  z  nulle, 
dont  la  valeur  principale  est  j?',  et  qu'on  développera  comme  dans 
le  cas  I.  On  a  ainsi,  pour  la  troisième  racine,  y^,  de  la  proposée  (i), 

^3  =  a:*  -t-  x5  4- 

Le  procédé  s'applique  sans  difficulté  au  cas  général;  on 
démontre  que  si  f(x,y)=o  est  une  équation  algébrique  ad- 
mettant, pour  X  =  0j  h  racines  nulles,  cette  méthode  donne  san» 
ambiguïté  les  développements  des  h  racines,  et  que  les  dévelop- 
pements sont  convergenls  pour  des  valeurs  suffisamment  petites 
de  X. 
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CHAPITRE  YIII. 

MAXIMA    ET   MINIMA. 


179.  Définitions.  —  On  dit  qu'une  fonction,  /(^),  d'une  seule 
variable,  est  maximum  pour:r  =  a,  si  Ton  peut  déterminer  un 
nombre  tj  (si  petit  qu'il  soit)  tel  que  l'on  ait 

/(a  +  A)-/(a)<o, 

pour  toute  valeur  non  nulle  de  h  comprise  entre  —  y,  et  -f-r,. 
Elle  sera  minimum  si,  dans  les  mêmes  conditions, 

/(a^-/^)-/(a)>o. 

De  même,  une  fonction  de  deux  variables,  f{Xy  y)  sera 
maximum  pour  j:  =  a,  y=zb^  si  l'on  peut  déterminer  un 
nombre  r,  tel  que  l'on  ait 

pour  toutes  les  valeurs,  non  nulles  simultanément,  de  h  et  k  com- 
prises entre  —  r^  et  -\-r^. 

Il  y  aura  minimum  si  la  différence  ci-dessus  est  positive  dans 
les  mêmes  conditions. 

Géométriquement,  marquons  sur  le  plan  le  point  de  coor- 
données rectangulaires  a,  b  :  pour  que/(j7,  y)  soit  maximum  ou 
minimum  pour  x  =  a,  ^  =  6,  il  faut,  d'après  la  définition,  qu'on 
puisse  tracer  un  carré,  de  côtés  parallèles  aux  axes,  ayant  pour 
centre  le  point  a,  6,  et  tel  que,  pour  tous  les  points  x^  y  intérieurs 
au  carré,  la  différence /(j:,^) — /(«?  b)  garde  un  signe  constant. 
Le  côté  du  carré  est  2  7^. 

On  peut  remplacer  le  carré  par  un  cercle  de  centre  a,  b  :  car,  si 
le  carré  existe,  la  différence  f{x,y) — /(«,  b)  gardera  a  fortiori 
un  signe  constant  pour  tous  les  points  x,  y  intérieurs  au  cercle 
inscrit  dans  le  carré.  Réciproquement,  si  un  tel  cercle  existe,  on 
en  déduira  l'existence  d'un  carré,  de  centre  a,  fe,  jouissant  de  la 
même  propriété,  et  qui  sera,  par  exemple,  le  carré  inscrit  au  cercle 
et  de  côtés  parallèles  aux  axes. 
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180.  Fonctions  d'une  variable.  —  Si  f(^x)  a  une  dérivée  déter- 
minée pour  X  =  a,  on  aura,  par  la  définition  même  de  la  dérivée, 

(I)  /(«  +  /,)^/(a)=;,[/'(a)-h£], 

£  tendant  vers  zéro  avec  A. 

Quand  h  décroît  indéfiniment  en  valeur  absolue,  le  second 
membre  finit  par  avoir  le  signe  de  lif\à)  :  le  premier  membre, 
si  f'{a)  n'est  pas  n^ul,  change  donc  de  signe  avec  A,  c'esl-à-dire 
qu*il  n'^  a  ni  maximum  ni  minimum  pour  x  =^  a. 

Donc,  lorsque,  pour  or  =  a,  f{x)  a  une  dérivée  déterminée,  il 
ne  peut  y  avoir  maximum  ou  minimum  que  si  /^(a)=  o;  lorsque 
/{x)  n'a  pas  de  dérivée  déterminée,  on  ne  peut  rien  dire,  c'esl- 
à-dire  quMl  peut  y  avoir  maximum  ou  minimum.  En  d'aulres 
termes  : 

La  fonction  /{x)  ne  peut  être  maximum  ou  minimum  que 
pour  les  valeurs  qui  rendent  sa  dérii^ée  indéterminée  (*)  ou 
nulle. 

Soit  a  une  de  ces  valeurs,  que  Ton  déterminera  par  l'étude  de 
la  dérivée;  on  aura  dans  chaque  cas  particulier  à  faire  une  dis- 
cussion spéciale,  afin  de  voir  si  /(a  -+-  h)  — /(a)  garde  un  signe 
constant  pour  des  valeurs  de  h  assez  petites,  positives  et  négatives. 

181.  Cette  discussion  n'offre  aucune  difficulté  quand  on  peut 
appliquer  à  /(a  -h  A)  la  formule  de  Taylor.  En  ce  cas,  a  est  cer- 
tainement une  valeur  annulant  /'(x),  cbt/'(x)  est,  par  hypothèse, 
déterminée  et  continue  pour  x  =  a;  on  a  alors 

Pour  h  assez  petit  et  quel  que  soit  son  signe,  le  second  membre 
a  le  signe  àe /"{a)]  il  y  aura  donc  maximum  si/''(a)<oet 
minimum  s\  f"{a)>  o. 

Siy''(a)  =  o,  et  plus  généralement  si 

(  ')  Parmi  les  valeurs  qui  rendent  la  dérivée  iudélerminée  sont  comprises  celles 
qui  la  rendent  infinie. 
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on  aura 

(3)  fia  +  h)^f{a)=-çL_^[fn^^{a)+^\^ 

el  le  premier  membre,  pour  h  assez  peiit,  aura  le  signe  de 
A«+'  y*""^*  {a).  Si  donc  /i  4-  i  est  impair  (/i  pair),  comme  ce  signe 
change  avec  celui  de  A,  il  n^j  aura  ni  maximum  ni  minimum; 
si  /î  H-  I  est  pair  (/i  impair),  le  signe  restera  celui  de  /"+*(a),  et 
il  y  aura  maximum  pour/'»+*(a)<o,  minimum  pour/^^*  (a)>o. 

182.  Fonctions  de  plusieurs  variables.  —  Pour  que  /(^,  y)  soit 
maximum  ou  minimum  pour  x=i  a^  y=^b^  il  faut  que 

f{a  +  h,b-^k)-f{a,b) 

conserve  un  signe  constant  lorsque  h  el  k  sont,  en  valeur  absolue, 
inférieurs  3  7^;  donc,  en  particulier,  si  l'on  fait  A':=o,  on  voit  que 

f{a  +  k,b)-f{a,b) 

doit  garder  le  même  signe,  c'est-à-dire  que/(j?,  6),  considérée 
comme  fonction  de  x  seul,  doit  être  maximum  ou  minimum 
pour  j;  =  a. 

Il  est  donc  nécessaire,  pour  un  maximum  ou  un  minimum, 

que    la  dérivée   partielle  ~-  soit   indéterminée    ou   nulle  pour 

j?  =  a,  y=zb'y  une  démonstration  analogue  s'applique  à  l'aulre 
dérivée  partielle;  de  sorte  que  : 

La  fonction  f{x^  y)  ne  peut  être  maximum  ou  minimum 
que  pour  les  systèmes  de  valeurs  qui  rendent  ses  dérivées  par- 
tielles indéterminées  ou  nulles. 

Soit  a,  b  un  de  ces  systèmes  de  valeurs  que  l'on  déterminera 
par  l'étude  des  dérivées  de  la  fonction;  on  aura,  dans  chaque 
cas,  à  faire  une  discussion,  pour  voir  si /(a -^  A,  6  H- A") — /(«,  b) 
garde  un  signe  constant. 

183.  Comme  plus  haut,  cette  discussion  est  facile  quand  on  peut 
appliquer  à  /(a-f-A,  b-^-k)  la  formule  de  Taylor  :  en  ce  cas, 

\-  et  y  9  qui  sont  déterminées  d'après  l'hypothèse,  s'annulent 
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pour  ^  =  a,  ^  =  6,  et  Ton  a  (n**  168) 

=  -^(>^v;.+2AA:/;.+  A-v;o+g[Av;i(«+ôA,fe-^0A-)-^...]. 

Pour  qu'il  j  ail  maximum  ou  minimum,  il  faut,  comme  on  Ta 
vu  (n°  179),  qu'on  puisse  déterminer  un  cercle  de  centre  a,  6, 
tel  que  le  premier  membre  garde  un  signe  constant  pour  tous  les 
points  a  +  A,  6  -h  A"  intérieurs  à  ce  cercle,  c'est-à-dire  pour  toutes 
les  valeurs  de  h  et  de  k  qui  rendent  \/h'^  4-  k"^  inférieur  au  rayon,  po, 
du  cercle.  Posons  alors 

h  =  p  costo, 
k  =  p  sin  w, 

p  et  G)  étant  indiqués  sur  la  figure  55  ;  on  a 


..,  i 


I        =  "^   (cos«w/J,H-2COS(Dsinw/;[^-l-sin'a>/J,)-l-Mp', 

et  il  faut,  pour  qu'il  y  ait  maximum  ou  minimum,  qu'on  puisse 
déterminer  un  nombre  positif,  po,  tel  que  le  second  membre  garde 


Fig.  55. 

^ 

.yy^ 

-  Oz+Av 

cC.'b 

0 

a> 

un  signe  constant  pour  toutes  les  valeurs  de  p  inférieures  à  po,  et 
quel  que  soit  Tangle  tù. 
Considérons  le  trinôme 


cos*(i>/^',-l-  2C0sa)  sina>/;'^-+-  sin*u)/^',, 


qui  s'écrit 


cos* (!>(/;, 4- !2tanga)/;^-f- tang'o*/;,). 
Il  est  clair  que  si  ses  racines  (en  tangcu)  sont  réelles,  c'est- 
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à-dîre  si  f^ — fa^fb^^^t  ce  trinôme  changera  de  signe  selon  les 
valeurs  de  tango),  et  comme  on  peut  prendre  p  assez  petit  pour 
que  le  second  membre  de  (4)  ait  le  signe  du  premier  terme, 
c'est-à-dîre  du  trinôme,  il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum. 

Au  contraire,  si  les  racines  du  trinôme  sont  imaginaires,  c'est- 
à-dire  sïf^l — fa*fb*<  o,  le  trinôme  a  toujours  le  signe  de  fit  et 
ne  s'annule  pour  aucune  valeur  de  o)  :  on  en  conclut  que,  si  p  reste 
assez  petit  en  valeur  absolue,  le  second  membre  de  (4)  garde, 
quel  que  soit  w,  un  signe  constant,  celui  de  /^'«.  Donc,  si  fl%<i  o, 
il  y  a  maximum;  si  fl%>  o,  minimum. 

Enfin,  si  les  racines  du  trinôme  sont  égales,  c'est-à-dire  si 
fab — fa*fb^=^  Of  le  trinôme  s'annule  pour  une  valeur  de  langu)  : 
pour  les  valeurs  correspondantes  de  o),  c'est  le  terme  en  p'  qui 
donne  son  signe,  et  une  discussion  spéciale  sera  nécessaire  pour 
décider  si  ce  signe  est  le  même  que  celui  qui  correspond  aux 
autres  valeurs  de  o). 
En  résumé,  pour 

I/ab — /a*/b*^  ^1         °i  maximum  ni  minimum. 
/al—/a*/b*<^f        maximum  si /^',<o;  minimum  si/^",>o, 
/ai — /it*/o*=  ^i        doute;  une  discussion  spéciale  est  nécessaire. 

184.  Remarque.  —.Au  lieu  de  dire  que  j-  ^^  4-  s'annulent  pour 

les  valeurs  qui  correspondent  au  maximum  ou  au  minimum^  on 
peut  dire  que  la  différentielle  totale 

s'annule,  quels  que  soient  dx  et  dy. 

185.  Maxima  et  minima  relatifs.  —  Soit  à  trouver  les  maxima 
et  les  minima  d'une  fonction  de  quatre  variables 

ces  quatre  variables  étant  liées  par  deux  relations 

9(07,  7,5,  U)=0, 
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II  y  a,  d'après  cela,  4  —  2  =  2  variables  indépendantes,  x  et  r. 
par  exemple;  laissant  de  côté  les  cas  exceptionnels  d'indéter- 
mination, on  trouvera  les  maxima  et  niinima  en  écrivant  que  la 
différentielle  totale,  df,  est  nulle,  quels  que  soient  dx  et  dy.  Donc 

(6 ,  df=fdr+fdy^  '^fdz  -  ^-f  du  =  o, 

'^        Ox  *iy  àz  ou 

dz  et  du  étant  liés  à  dx  et  dy  par  les  relations 

(7)  -^  dx  -^  -~dy  -\-  --*  dz  -h  --^  du  =  o. 

àx  ôy    -^        ôz  ()u 

(  S  )  -^-  f/x  -u  -/-  ^/k  -4-  -7  ^-  -^  \  -  du  —  o. 

(^j;  û[/    *^        ()5  du 

11  faut  donc  tirer  dz  et  rfw  de  (h)  el  (8),  porter  dans  (6),  ef 
écrire  que  les  coefficients  de  dx  et  dy  sont  nuls  dans  le  résultai  : 
cela  revient  à  éliminer  dz  et  du  entre  (6),  (7)  et  (8),  et  à  écrire 
que,  dans  le  résultat,  dx  et  dy  disparaissent.  Pour  effectuer  celte 
élimination,  multiplions  (7)  et  (8)  par  des  facteurs  indéterminé*. 
Â  el  iJL,  puis  ajoutons-les  à  (6);  il  viendra 


(9) 


L'élimination  de  dz  et  du  sera  effectuée  si  nous  choisissons 
X  et  [JL  de  manière  que 

£^3  (^j        '   t^5  '  du  du        '    <^M 

Kcrivons  alors  que  dans  (9)  les  coefficients  de  dx  et  ûÇ^  sont 
nuls  : 

,     ,  df       ^  dv  d^  df       ^  do  d'I 

dx  dx       '   dx  dy  dy       *   dy 

Les  équations  (10),  (11),  jointes  à  ç  =  o,  i  =  o  (soit  en 
tout  six  équations)  donneront  les  valeurs  de  X  et  [jl,  et  celles  de 
x^y^  5,  u  qui  peuvent  correspondre  au  maximum  ou  au  minimum 
de/.  D'où  la  règle  suivante  : 

Règle.  —  Pour  trouver  les  maxima  et  les  minima  d^unc 
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fonction  f  y  de  n  variables  liées  par  h  relations  : 
o,  =  o,         ...,         «p/i  =  o, 

on  annulera  les  dérivées  partielles,  par  rapport  aux  n  va- 
riables, de  la  fonction 

les  A/  étant  regardés  comme  constants.  On  obtiendra  ainsi 
n  équations  qui,  jointes  aux  h  équations  ^  =  o,  donneront 
{avec  les  valeurs  des  h  quantités  \i)  les  valeurs  des  n  variables 
qui  correspondent  au  maximum  ou  au  minimum  de  f. 

Applications, 

186.  Axes  d'une  section  centrale  d'une  quadrique.  —  Soit,  en 
coordonnées  rectangulaires,  la  quadrique,  qui  admet  pour  centre 
Torigine, 

(1  -i  )  Ax»  -H  A'^* -h  A" 5*  -h  2  B ^'5  -f-  2  B'  SX  -4-  -2 h'xy  -1-1  =  0; 

les  demi-axes  de  sa  section  par  le  plan  central 
(ij)  /j: -h  mj'-f- 715  =  o 

sont  les  maxima  et  les  minima  de  la  distance  du  centre  à  un  point 
de  la  section.  On  a  donc  à  déterminer  le  maximum  et  le  mini- 
mum de  x^-hy^-hz^;  ^^y^  ^  étant  lies  par  (12)  et  (i3).  Appli- 
quons la  règle  ci-dessus,  nous  avons,  en  supprimant  le  facteur  2  : 

/    x-hll  -hii{X  X  -hB>-+-  B'3)  =  o, 

fi4)  <   y-hlm-hix(B''x  -f-  A>-hB  z)  =  o, 

\    ^ -h  X/i -h  îi(B'a: -H  B^  ^- A'3)  =  o, 

équations  qui,  jointes  à  (12)  et  (i3),  déterminent  X,  [a  et  les 
sommets  x,  y^  z  de  la  section.  Pour  avoir  les  longueurs  des 
demi-axes  eux-mêmes,  il  faut  joindre  à  ces  équations  la  relation 

(i5)  pt^x^-^y^-i-  3*, 

et  éliminer  X,  ui,  x^  y^  z  entre  (12),  (i3),  (i4)  et  (i5). 

Le  calcul  se  fait  simplement  si  l'on  multiplie  la  première  équa- 
tion (i4)  par  x^  la  seconde  par  y^  la  troisième  par  5,  et  si  l'on 


i88 
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ajoute  membre  à  membre;   il  vient  en  effet,  en  tenant  compte 

de  (i3)  et(ia), 

r' —  |i  =  o. 

On  a  alors,  en  portant  cette  valeur  de  [a  dans  (i4)  et  en  récri- 
vant (i3), 

ar(n- Arî)-f-j'B'rî  -hzB'rS  ^\l    =  o, 

arB'r»  -+- ^(i-h  AV«) -h  5  Br^  H-Xm  =  o, 

xB'r^  -hjB/'»  -+-;;(i -h  AV«)-4-Xn  =  o, 

xl  '\' y  m  -h  z  n  =  o, 

équations  linéaires  et  homogènes  en  ^,  J',  2  et  X;  l'élimînalion 
de  ces  quantités  donne  : 

i-+-Ar»  BV  B'r»          / 

B'r*  H-A'r*  B/«         m 

B'/«  Br*  i-f-AV«     71 

/  m  no 

équation  du  second  degré  en  t'^,  dont  les  racines  sont  les  carrés 
des  deux  demi-axes  de  la  section. 

187.  Axes  de  la  quadrique 

Aa7*-f-  A'^*-H  X'z'-^  iByz-^-  7.B' z.r  -+-  Q.B'xy  h-  i  =  o. 

On  a  à  chercher  le  maximum  ou  le  minimum  de  x^'-\-  j'^-h  ^'^ 
X,  y,  z  étant  liés  par  l'équation  précédente.  Écrivons  donc 


(.6) 


ar-f-XCA  X  -h  B''y  -k-  B'  z)  =  o, 
^-l-X(B''x-h  A>-4-B  5)  =  o, 
5-f-  X(B':r-i-B  y-^A'z)  =  0. 


Joignons-y  la  relation 


a7i4_^l_l_5î=  /.î^ 


et  éliminons  x^  y,  z  el'k  entre  ces  cinq  équations  :  nous  obtien- 
drons l'équation  aux  carrés  r^  des  demi-axes.  A  cet  effet,  multi- 
plions respectivement  par  ar,  y^  z  les  trois  équations  (16)  ^t 
ajoutons;  il  vient,  en  tenant  compte  de  Téqnation  delà  quadrique, 


rî_  X  =0. 
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Les  équations  (i6)  s'écrivent  alors 

ar(i-h  Ar«)-f-7irr«  H-^B'/»  =0, 

arBV  -f-7(i-+-A'r«)H-sB/*  =0, 

xU'r^  -f.j^B/«  -r-;5(i-H  AV2)  =  o; 

d'où,  en  éliminant  a:,  y^  5, 

j-+-Ar2         B'/«  B'/« 

BV«        i-hA'r*         Br« 
BV»  Br«  i-f-AV» 

C'est  l'équation  cherchée;  elle  est  du  troisième  degré  en  r^, 
comme  on  devait  s'y  attendre. 

188.  Méthode  géométrique.  —  La  Géométrie  permet  souvent 
de  trouver  directement  les  conditions  des  maxima  et  des  minima. 

En  effet,  si  Ton  a  à  chercher  par  exemple  le  maximum  ou  le 
minimum  d'une  fonction  /{^,y^  s)  de  trois  variables  indépen- 
dantes, on  devra  écrire 

âf  ùf  ùf 

-f-=o,       -T-=o,        -r=<^- 

ùx  dy  ùz 

Or -p  dx  est  la  valeur  principale  de  l'accroissement  de  /  quand, 

K  et  z  restant  fixes,  on  fait  varier  x\  et  l'on  peut  faire  la  même 

observation   sury-rf;^  ei -^dz]    si   donc   la   Géométrie   permet 

d'évaluer  directement  ces  trois  valeurs  principales,  on  n'aura 
qu'à  exprimer  qu'elles  sont  nulles  pour  obtenir  les  conditions  du 
maximum  ou  du  minimum. 

D'autres  fois,  on  pourra  évaluer  géométriquement  la  différen- 
tielle totale  dfj  pour  des  accroissements  simultanés  quelconques 
des  variables  indépendantes  et  l'on  exprimera  qu'elle  est  nulle, 
quels  que  soient  ces  accroissements. 

Voici  des  exemples. 

189.  Problème  I.  —  Triangle  d'aire  maximum  ou  minimum 
circonscrit  à  une  courbe  donnée.  —  Un  triangle  circonscrit  à 
une  courbe  dépend  de  trois  variables  indépendantes,  à  savoir  les 
paramètres  qui  déterminent  chacune  des  trois  tangentes  qui  le 
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constituent,  par  exemple  les  angles  de  ces  tangentes  avec  une 
droite  fixe. 

Pour  écrire  que  l'aire  est  maximum  ou  minimum,  il  faut  donc 
exprimer  que  la  valeur  principale  de  son  accroissement  est  nulle 
quand,  deux  quelconques  des  côtés  du  triangle  restant  fixes^  le 
iioisièmc  varie  infiniment  peu. 

Par  exemple,  ABC  étant  (//^.  56)  un  triangle  circonscrit  à  la 

Fig.  56. 


courbe,  laissons  fixes  les  côtés  AB  et  AC,  et  faisons  varier  BC 
en  B'C;  l'accroissement  de  l'aire  du  triangle  est  BHB'  —  CHC 
Or 

BHB'— CHG'=f  (HB.HB'-HG.nG')sinrfe. 

A  la  limite,  quand  B'C  tend  vers  BG,  le  point  H  tend  vers  le 
point  de  contact  T  de  la  tangente  BC;  HB'  et  HC  tendent  vers 
TB  etTC,  de  sorte  que 

Valeur  principale  de  (BHB'— CHG')=  i  t/0(TÏÏ^- TG»); 

et,  pour  qu'il  puisse  y  avoir  maximum,  il  faut  que  TB  =  TC, 
c'est-à-dire  que  T  soit  le  milieu  de  BC.  Ainsi  : 

Four  le  triangle  d'aire  maximum  ou  minimum  circonscrit 
à  une  courbe j  les  points  de  contact  sont  au  milieu  des  côtés. 

190.  Problème  II.  —  Parmi  les  triangles  qui  ont  leurs  som- 
mets respecti^'ement  situés  sur  trois  droites  données  de  V es- 
pace, quel  est  celui  dont  le  périmètre  (ou  Vaire)  est  maximum 
ou  minimum? 

Soit  ABC  {Jig-  57)  un  de  ces  triangles;  pour  trouver  les  con- 
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dilions  du  maximum  ou  du  minimum  du  périmètre,  laissons  les 
sommets  A.  et  B  fixes,  et  faisons  varier  infiniment  peu  le  som- 
met G  en  G'  sur  la  droite  (A)  qu'il  décrit. 

II  faut,  pour  qu'il  y  ait  maximum  ou  minimum,  que  la  diflfé- 
renlieile  du  périmètre  du  triangle  ABG  soit  nulle,  c'esl-à-dire  que 

rig.  57. 

MA) 


Ton  ait,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre  par 
rapport  à  GG', 

CA  -h  CB  =  C'A  -h  C'B. 

En  d*autres  termes,  les  points  G  et  G'  doivent  être  sur  un  même 
ellipsoïde  de  révolution  ayant  les  points  A  et  B  pour  foyers.  Sous 
une  autre  forme,  en  passant  à  la  limite,  la  droite  (A)  est  tangente 
en  G  à  Tellipsoïde  de  révolution,  de  foyers  A  et  B,  qui  passe  par  G, 
ou  encore  la  droite  (A)  est  perpendiculaire  en  G  à  la  bissectrice  GH 
lie  Tangle  AGB,  puisque  celle-ci  est  la  normale  de  l'ellipsoïde  au 
point  G. 

Le  même  raisonnement  s'applique  aux  autres  sommets  A  et  B, 
de  sorte  que  : 

Le  maximum  ou  le  minimum  du  périmètre  correspond  au 
cas  où  les  bissectrices  du  triangle  sont  respectivement  nor- 
males aux  droites  décrites  par  les  sommets. 

On  verrait  de  même  que  : 

Le  maximum  ou  le  minimum  de  l'aire  correspond  au  cas 
où  les  hauteurs  du  triangle  sont  respectivement  normales 
aux  droites  décrites  par  les  sommets. 
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191.  Problème  III.  —  Trouver  sur  une  sur/ace  donnée  un 
point  M,  dont  la  somme  des  carrés  des  dislances  à  n  points 
donnés  A|,  A2,  . . .,  A;,,  soit  maximum  ou  minimum. 

Soient  M  (Jig-  58)  le  point  cherché,  et  M'  un  point  inriniinenl 

Fig.  58. 


voisin  quelconque  situé  sur  la  surface  j  il  faut  écrire  que  la  dlDe- 

rcntielle  de  la  somme  SA/M  est  nulle,  quand  on  passe  de  M  àM'. 
Or,  si  MM'  est  rinfiniment  petit  principal,  Tangle  MA|M'e^l 
évidemment  du  premier  ordre;  si  donc  on  mène  MQi  normal 
à  A|M',  on  aura  A|M  =  A|Q|,  au  second  ordre  près  (n**  14),  de 
sorte  que  la  différentielle  de  A|  M,  quand  on  passe  de  M  à  M',  sera 

e/(A,M)  =  QiM'. 

Si  61  est  Tangle  A,  M /?7,  on  a,  pour  valeur  principale  de  Q|M', 

Valeur  principale  Q,M'=  MM'cosOi, 

d'où 

t/(A,M)  =  MM'cosO,. 


La  différentielle  de  la  somme  S  A/M    sera  ainsi 
22:Â7M  ^(A/M)  =  2MM'2  A/M  cosO/, 
et,  comme  elle  est  nulle  pour  le  maximum  ou  le  minimum,  on  a 

MAiCOsOi-+-  MAjCosOjH-. .  .=  o, 

ce  qui  exprime  que  les  projections  des  vecteurs  MA|,  MAj,  ... 
sur  une  direction  quelconque,  M/n,  du  plan  tangent  à  la  surface 
en  M,  ont  une  somme  nulle. 

On  en  conclut  que  la  normale  à  la  surface  en  M  passe  par  le 
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centre  des  moyennes  distances  des  points  A|,  A2,  ...,  A^.  Pre- 
nons, en  effel,  comme  origine  des  coordonnées  le  point  M;  pour 
plan  des  xy  le  plan  tangent  et  pour  axe  des  z  la  normale  en  ce 
point;  soient  xi^  y/,  zi  les  coordonnées  de  A/.  En  projetant  les 
vecteurs  MA,- sur  les  axes  des  ^  et  des ^,  on  a,  par  ce  qui  précède, 
2xi=  o  et  2^/=  o;  le  centre  des  moyennes  distances  des  A/  ayant 

pour  coordonnées  x  ^X,  y  les  quantités  -  l^xt  et  -  2y/  est  donc 

bien  sur  Taxe  des  z,  ce  qui  établit  la  proposition.  Ainsi  : 

Les  points  M  cherchés  sont  les  pieds  des  normales  qu^on 
peut  mener  à  la  surface  par  le  point  G,  centre  des  moyennes 
distances  des  n  points  A/  donnés, 

192.  Nous  terminerons  ces  applications  par  un  exemple  011  le 
minimum  peut  correspondre  aux  valeurs  qui  rendent  les  dérivées 
partielles  indéterminées. 

Problème.  —  Trouver,  dans  le  plan  d^un  triangle  A|  A2A3, 
un  point  M  dont  la  somme  des  distances  aux  trois  sommets  soit 
minimum. 

Si  x^  y  sont  les  coordonnées  de  M,  a/,  bi  celles  de  A/,  il  faut 
chercher  le  minimum  de  la  fonction  de  deux  variables  indépen- 
dantes X  et  y^ 


f{x,  y)  =      v/(ar  -  a,  )*-t-  (^-  6,  )» 

-+-  v^(^  — a2)»4-(7-  6,)«-h  /(a7-a,)«-f-(7-6Ô^. 

Annulons  les  dérivées  partielles  : 

f^  = H  — h  — =  o, 

àx  pi  p,  p3 

\         ày  p,  p,  p3  ' 

en  posant,  pour  abréger, 

p/  =  •+■  /(^ -«/•)*-+- (7-^/)'- 

Les  équations  (3)  donnent  les  coordonnées  de  M;  on  peut  les 
interpréter  géométriquement. 
En  effcl,  portons  sur  le  rayon  MA/,  à  partir  de  M  et  en  allant 
H.  i3 
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vers  A/,  une  longueur  MP;  égale  à  l'unité  :  les  projections  de  MP/ 


sur  les  axes  sont  évidemment 


a/— ar     6,—  ^ 


;  d'ailleurs,  si  x/,  pt 


?i  pi 

sont  les   coordonnées  de  P/,  ces  projections  sont  aussi  a/ — x. 

Les  équations  (3)  peuvent  donc  s'écrire 

«i-i-  a,-i-a3—  3x  =  o,         Pi4-  pi-H  Ps~3j^  =  o, 

c'est-à-dire  que  M  (^g.  5g)  est  le  centre  de  gravité  du  triangle 
PiPîPa.  Or  le  centre  M  d'un  cercle  ne  peut  être  le  centre  de 

Fig.  59. 


gravité  d'un  triangle  inscrit  que  si  celui-ci  est  équilatéral;  car 
les  médianes  doivent  passer  par  le  centre  et  sont,  dès  lors,  per- 
pendiculaires aux  côtés  opposés.  Donc  PjPjPs  est  équilatéral, 
c'egt-à-dire  que  les  trois  angles  (en  M)  sous  lesquels  on  voit  de  M 
les  trois  côtés  du  triangle  primitif,  A,  A2A3,  sont  égaux  à  120°. 

D'après  cela,  le  point  M  est  à  l'intersection  de  deux  arcs,  ca- 
pables chacun  d'un  angle  de  120°,  décrits  sur  A|  Aj  et  A|  As,  ei 
l'on  voit  sans  difficulté  qu'il  n'est  réel  que  si  le  triangle  A,  A2A3 
n'a  pas  d'angle  supérieur  à  1  20°. 

Si  le  point  M  est  réel,  il  correspond  à  un  minimum;  car  on  a, 

d'après  les  expressions  (3)  de  y-  et  —t 


àV  _  (y-byy 


Ox 


(r-6,)» 


àx* 

àj_f 

''/•  Pi         ^"" 

àrdy  p\ 
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et  Texpression 


est  de  la  forme 


^âx 


(XX'H-ÎJtjjL'4-vv')S— (X*-i-îJt2-hv»)(X'î-f-fx'«4-v'»), 


c'est-à-dire 


-_(X;i'— X»«— (Xv'— X'v)«--(fxv'— fx'v)î; 


elle  est  donc  toujours  négative,  et,  comme  y—  est  positif,  il  y  a 
bien  minimum  (n°  183). 

Si  le  point  M,  déterminé  comme  ci-dessus,  n'est  pas  réel,  c'est- 
à-dire  si  le  triangle  A|  A2A3  a  un  angle  supérieur  à  120**,  il  semble 
qu'il  n'y  ait  jamais  de  minimum. 

Cette  conclusion  serait  fausse;   on  n'a  pas  trouvé  de  minimum 

(réel)  en  annulant  ^  et  -^ ,  mais  il  faut  voir  si  le  minimum  ne 
correspondrait  pas  aux  valeurs  qui  rendent  -p  et  y-  indétermi- 
nées. Or,  d'après  (3),  ces  deux  dérivées  deviennent  indéterminées 
pour  a:  =  a/,  jk  =  &/,  c'est-à-dire  pour  les  sommets  du  triangle 
proposé;  il  est  donc  possible  qu'un  de  ces  sommets  donne  un 
minimum. 

On  peut,  en  effet,  montrer  géométriquement  que  si  l'angle  A|, 
par  exemple,  est  supérieur  à  120**,  le  sommet  A,  correspond  bien 
à  un  minimum. 

Soit  N  {Jig-  60)  un  point  du  plan,  intérieur  au  triangle  (on 

Fig.  60. 


verra   que   la  démonstration   s'applique   à   toutes   les    positions 
possibles  de  N);  je  dis  que 

NA,-HlVA,H-NA,>AtA,-4-AiA3. 
Pour  le  voir,  abaissons  de  N  des  perpendiculaires,  NQ  et  NR, 
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sur  les  côtés  de  Tangle  A|  ;  on  a 

NA,>A,R,        NA,>A3Q, 

et  si  j'établis  que  NA|  >  A^R  4-  A,Q,  la  propositioa  sera  évidem- 
ment démontrée.  Or 

.  A,R  =  NA,cosa,        AiQ  =  NA,cosp        (a  +  ?>i2o"), 

d'où 

Al  R  -h  Al  Q  =  2C0S '  cos i-  NV,. 

2  2 

Puisque  a  +  p  est  compris  entre    120°  et  180**,  cos — — ^  est 

compris  entre  cos 60"=  -  et  cos9o°  =  o;  il  est  donc  inférieur  à-> 

et,  comme  cos est  inférieur  à  1 ,  on  a  bien 

'  2  ' 

AjRh-  A,Q<NAi.  C.  Q.  F.  D. 
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CHAPITRE  L 

INTÉGRALES  INDÉFINIES. 


I.  —  PROCÉDÉS  D'INTÉGRATION. 


193.  La  première  question  que  traite  le  Calcul  intégral  est  la 
suivante  : 

Trouver  les  fonctions  qui  ont  pour  dérivée  une  fonc- 
tion donnée  f{x). 

Nous  établirons  dans  le  Chapitre  suivant  que,  si/(x)  est  con- 
tinue entre  j?=a  et  x  =  6,  il  existe  une  fonction  F(x)  ayant 
pour  dérivée /(or),  pour  toutes  les  valeurs  de  a;  comprises  danscel 
intervalle;  mais  il  n'y  a  aucune  méthode  générale  pour  trouver 
la  fonction  F(a7).  De  plus,  si  f{x)  est  une  combinaison  de  fonc- 
tions élémentaires  (polynômes  entiers,  fonctions  algébriques, 
fonctions  circulaires  et  exponentielles,  logarithmes,  arcsin,  etc.). 
F(x)  ne  sera  une  fonction  de  même  forme  que  dans  des  cas  très 
particuliers,  de  sorte  que  le  Calcul  intégral  conduit,  dès  le  début, 
à  des  fonctions  nouvelles. 

Il  y  a  une  infinité  de  fonctions  F(a:)  ayant  pour  dérivée y(;r), 
car  il  est  clair  que  F(j:)-f-  C  (C  désignant  une  constante  arbi- 
traire) a  la  même  dérivée  que  F(a:).  Réciproquement,  si  <^(^x) 
et  F(x)  ont  même  dérivée,  <^{x)  —  F(^),  ayant  une  dérivée  nulle, 
sera  une  constante  (n®  19). 

Les  fonctions  en  nombre  infini  qui  ont  pour  dérivée /(or)  se 
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nomment  fonctions  primitwes  de  f{x).  On  peut  dire  aussi 
qu'elles  ont  pour  différentielle /(^r)  dx\  on  les  appelle  intégrales 
ou  intégrales  indéfinies  de  la  différentielle  f{x)dx^  et  on  les 
représente  par  la  notation 


Jn^)dr, 


dont  Torigine  sera  expliquée  quand  on  traitera  des  intégrales 
déiinies. 

On  se  sert  également,  pour  désigner  une  intégrale  f  f{x)dx, 

de  l'expression  de  quadrature;  une  expression  est  dite  dépendre 
de  I,  2,  ...  quadratures  quand  elle  renferme  i,  2,  ...  signes 
d'intégration. 

194.  Les  résultats  obtenus  dans  la  théorie  des  dérivées  donnent 
immédiatement  les  intégrales  de  plusieurs  différentielles  simples; 
le  Tableau  suivant  indique  les  principales  de  ces  formules  : 

/(x  —  a)'^dx= (x — a)"*-»-*    J 

>  formules  équivalentes. 

/dx  _____! I  L 

(j7  — a/'*       ~       m— I  {x  —  a)"^-^  ] 


/dx 

/dx  i  X 

—1 T  =— arctang-, 

/dx  .    X 

—==        =arcsin  — , 
)/a^^x^  a 

m 

/sinmx  dx     = cos  m  ar, 
m 

/cosmxdx    = — sinmx, 
m 

/tang  mx  dx  = log  cos  m  x, 
m 


CHAPITRE   I.   —   INTÉGRALES   INDÉFINIES.  I99 

19o.  On  peut  indiquer  trois  procédés  à  Taide    desquels    on 
arrive  quelquefois  à  intégrer  une  différentielle  donnée. 

1  **  Décomposition  en  éléments  simples.  —  Si  Ton  a 

il  est  clair  que 

1  /{x)dx  =  I  ^{x)dx-h  I  ^(x)dx -¥-.., -h  I  •/^(x)dx, 

car  la  dérivée  d'une  somme  est  la  somme  des  dérivées  des  termes. 
Si  l'on  peut  effectuer  la  décomposition  de/(x)  en  somme,  de 

manière  que  les  intégrales     /  (f(x)dx^    f  ^(x)dx,    ...    soient 
connues,  on  saura  donc  intégrer  l  f{x)dx. 

Exemple:  1  cos^xdx=:  /  -(i  -hcos2x)dx=  -x-^  -sin2x. 
2^  Intégration  par  parties.  —  On  a,  e^  et  (^  étant  fonctions  de  Xy 

d'où  l'on  déduit,  en  intégrant  les  deux  membres, 
uv  —  I  uv'  dx  -h  j  vu'  dx 


ou 


On  écrit  aussi 


I  udv  =  uv  —  I  p  du. 


Si  donc  on  a  à  intégrer/(a:)  rfx,  on  essaiera  de  mettre/(a;) 
sous  la  forme  d'un  produit  de  deux  facteurs  u  et  ^',  dont  le  second 
soit  la  dérivée  d'une  fonction  connue,  et  l'on  ramènera  ainsi  le 

calcul  de   f  f(x)dx  à  celui  de    /  vu'dx^  qui  pourra  être  plus 

simple. 
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Exemple.  —  Soit  à  calculer  /  arctaDga:£fx;  on  écrira 
/  arc  tang^  dx  •=  x  arc  tango:  —  /  a?  — 


dx 


-x^ 

du 

du 

=  ararc  tangx log(  i  -f-a?*). 


Généralisation.  —  Si  a^*'  et  r^*^  sont  les  dérivées  d'ordre  k 
de  {/  et  (^  par  rapport  à  x^  on  a,  en  intégrant  par  parties, 

juv^"^dx^  M(;(»-i)  —  ju'v^f^-^^dx, 
I  a't^t/i-Dcfx  =  aV(«-«J—  ju'v^'^-^^dx,         . . ., 
d'où,  finalement, 

H-(— 0""* w^'*'*^ «'-»-(— 0"  fu^''^vdx. 

C'est  la  formule  d'intégration  par  parties  généralisée. 

3^  Changement  de  variable.  —  C'est  le  plus  important  des 
procédés  d'intégration.  Soil  à  calculer  I  =  1  /(x)dx;  posons 

X  =  ©(<),         d'où         dx=o'{t)dt. 

Comme  on  a,  par  définition, 

d\  =f(x)dx^ 
on  en  déduit 

d\=f[^{t)]^'(t)dt, 

c'est-à-dire  que  la  dérivée  de  I,  par  rapport  à  ^,  est/[ç(^)]9'(/). 
Donc 

En  d'autres  termes,  dans  l'intégrale  proposée,  on  remplace  ^ 
et  dx  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  t  et  de  dt^  et  Ton  est  ra- 
mené à  calculer  une  intégrale  en  f,  qui  peut  être  plus  simple  que 
l'ancienne.  Si  on  peut  la  calculer,  soit  I  =  F(^)  son  expression, 
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on  obtiendra  I,  en  fonction  de  ar,  en  remplaçant  t  par  sa  valeur, 
tirée  de  a:  =  ©(/). 

Exemple,  —  Dans  /  divcsinx dx^  posons 

arcsinj7=/        ou  iF  =  sin;,         dx  —  costdt\ 

rinlëgrale  devient 

/  t  cos  t  dt  ; 

intégrons  par  parties,  en  regardant  cos  t  comme  la  dérivée  de  sin  /  : 
/  t  cos edi  =z  t  sint—   1  slntdt  =  r  sin/ +  cos/. 

L'intégrale  proposée  s^obtient  en  remplaçant,  dans  cette  expres- 
sion, t  par  arcsino:;  sin/  par  x;  cost  par  y/i  —  x^.  Donc 

/  arc  sina:  dx  =  x  arc  sin  a?  -+-  y/i  —  x*, 

196.  On  va  maintenant  appliquer  les  procédés  précédents  aux 
Ijpes  de  fonctions  que  l'on  sait  intégrer;  ces  types,  en  petit 
nombre,  sont  les  suivants  : 

Fonctions  algébriques. 

1°  Fonctions  rationnelles  (  '  ),  ^ — -  {P  elQ  polynômes  en  x). 
2®  Fonctions  rationnelles  de  x  et  de  ( 


3"*  Fonctions  rationnelles  de  x  et  de  sja  x^-\-  ^bx-h  c. 


(')  On  nomme  fonction  rationnelle  de  x  le  quotient  de  deux  polynômes  en- 
tiers en  x\  de  même  une  fonction  ou  expression  rationnelle  en  x,  y^  Zy  ...  est 
le  quotient  de  deux  polynômes  entiers  en  x,  ^j  z,  .... 

On  conçoit  ainsi  ce  qu'on  entend  par  fonction  rationnelle  de  x  et  de  \X]  par 

eicmpie -^ est  rationnel  en  x  et  y/^,  mais  n'est  pas  rationnel  par  rap- 

I  —  2  ^X  •+-  X' 

port  à  la  variable  Xy  puisque  x  y  figure  sous  un  radical. 

r,       X       tf  sinx-hcosx     .      ..         ,,  .  •       »    . 

De  même  lexpression  — :— ; est  rationnelle  en  sin  a?  et  cosx,  mais  n'est 

"^  sin^a:-+-'2 

\oc^  X 
pas  fonction  rationnelle  de  la  variable  x:  de  même,  enfin, -, est  rationnel 

en  X  et  logo:,  etc. 
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4*^  Fonctions  rationnelles  de  x  et  de  y,  lorsque  y  est  lié  à  x 
par  une  équation  (f{x,  y)  =  o  représentant  une  courbe  uni- 
cursale. 

Fonctions  transcendantes. 

I**  Fonctions  rationnelles  de  sinx  etcosx, 

2°  Fonctions  rationnelles  de  e^'. 

3®  Polynômes  entiers  en  x^  e**-^,  e*'*,  ...,  sinao:,  cosax, 
sin^x,  cosp;r, 

\^  Fonctions  f{x  y  \ozx)\  f{x^  dircsmx)^  où /est  un  polynôme 
entier. 


II.  -  FONCTIONS  ALGÉBRIQUES  QUE  L'ON  SAIT  INTÉGRER. 


I®  Fonctions  rationnelles  de  x, 

^  'dx^  où  P  et  Q  sont  des  polynômes 
en  X,  on  effeclue  ce  qu'on  nomme  la  décomposition  en  éléments 
simples  de  la  fraction  rationnelle^;    {' 

198.  Décomposition  de  ^        en  éléments  simples.  —  Si  le  degré 

du  numérateur  est  au  moins  égal  à  celui  du  dénominateur,  on 
commencera  par  faire  la  division  de  P{x)  par  Q(x),  suivant  les 
puissances  décroissantes  de  x;  on  arrivera  ainsi  à  un  quotient 
Pi  (x)  et  à  un  reste  R(ir),  tels  qu'on  ait  identiquement 

P{x)  =  Pt(x)q(x)-^R(x), 
R(2:)  étant  de  degré  inférieur  à  Q(:r).  Donc 

et 

p^dx=fp,dx^f^dx. 

P«(x)  étant  un  polynôme,   /  Pi{x)dx  s'obtient  de  suite,  et  Ton 
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est  ramené  à  intégrer  une  fraction  rationnelle  j^  (^),  où  le  degré 

du  numérateur  est  inférieur  à  celui  du  dénominateur. 
On  s'appuiera  pour  cela  sur  le  lemme  suivant. 

Lemme.  —  Une  fraction  rationnelle  de  x.  tt} — :>  Q^ti  ne  de- 

KÎenC  infinie  pour  aucune  valeur,  finie  ou  infinie,  réelle  ou 
imaginaire  de  x^  est  une  constante. 

13écomposons,  en  effet,  le  dénominateur  en  facteurs  {x  —  a)*, 
(x —  6)P,  ...;  si  la  fractionne  devient  pas  infinie  pour  a:  =  a, 
c'est  que  le  numérateur  N(x)  contient  {x  —  a)*  en  facteur,  etc.; 
N  (x)  est  donc  divisible  par  le  dénominateur  D(x),  de  sorte  que 

M(x)  étant  un  polynôme  entier  en  x.  Mais  comme  gy— ;»  c'est- 
à-dire  le  polynôme  M(x),  ne  devient  pas  infini  pour  x  =  oo,  par 
hypothèse,  ce  polynôme  se  réduit  à  une  constante. 

.    c.    Q.    F.    D.  . 

Soient  maintenant  a,  6,  ...,  /  les  racines  du  polynôme  Q(x); 
a,  ^,  . . .,  X  leurs  ordres  de  multiplicité.  On  peut  supposer  qu'au- 
cune d'elles  n'annule  R  {x)  ;  car  si  Q  e  t  R  avaient  un  facteur  commun 
[x  —  à)P^  on  le  supprimerait  au  numérateur  et  au  dénominateur. 

Cela  posé,  considérons  la  racine  a,  et  faisons  pour  un  instant 

X  =  a  -h  A  dans  la  fonction  -Jr^-  Elle  devient  777 — —rr»  et  son 

dénominateur  contient  A*  en  facteur,  puisque  a  est  racine  d'ordre 
adeQ(x). 
Développons  -^ t-(  par  la  division  suivant  les  puissances 

croissantes  de  A,  en  ne  conservant  que  la  partie  infinie  du  déve- 
loppement (n*»  173),   c'est-à-dire   en    calculant   jusqu'au    terme 

en  r  inclus;  il  vient 

R(g4- A)  _  Ag       Ag-i  ^l"*"  expression  (»)  restant 

Q(a  -+-  A)  ~  Â«        A»-»       '  *  '        h\        finie  pour  h  =  0; 

{})  Cette  expression  est  une  fraction  rationnelle  en  A,  puisque  c'est  la  diffé- 
rence de  la  fraction  -pr-, r-r  et  de  l'expression  rationnelle  tt  -+■•••"•"  "ît * 

Q  (  a  -H  A  )  '^  A«  A 
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OU,  en  revenant  de  h  à  Xy 

,  .      R(^)  Aa  Aa-i  Ai     I  +  fonction  rationnelle 

(1)  — ^ —    = ! =—^ H..  H ■ — 

(^(a:)      {x — a)*      {x  —  a)«-»  x  —  a\       finie  pour  or  =  a. 

Opérons  de  même  pour  les  autres  racines  6,  c,  ...  de  Q(j^)- 
et  considérons  la  somme  de  toutes  les  parties  infinies  trouvées,  à 
savoir  la  fonction  de  x  : 

l      ^    ^  {x  —  a)^       (ar  — a)»-«  x  —  a 

(2)  '  "*"(ar— ^,)p  "^ x—b 

f  L>  L, 

'  ^(^=77^-^ -^^^/- 

Je  fiis  que  F(jc)  est   identique  à  la  fraction  rationnelle  pro- 

posée,  q7— T*  En  effet,  la  différence  F(j:) —  ^^  ne  devient  pas 

infii^ie  d'après  (i).et  (2)  pour  j?  =  a,  puisque  les  parties  infinies 
se  délruisent;  de  même  pour:r=6,  ...,  /.  Elle  ne  devient 
pas  non  plus  infinie  pour  j:  =  oo,  car  F(oo)  est  évidemment  nul, 

R 

et  75(00)  est  nul  aussi,  puisque  le  degré  de  R  est  inférieur  à  celui 

R  (  y\ 

de  Q.  Donc,  en  venu  du  lemme,  la  différence  F(.r) —  ^r     y  ne 

devenant  infinie  pour  aucune  valeur  de  x,  et  étant  évidemment  une 
fraction  rationnelle  en  x^  est  une  constante;  celte  constante  est 

nulle,  puisque,  pour  la  valeur  particulière  or  =  00,  F  et  jr  sont  nuls. 
Il  en  résulte  donc  bien  que  -^r  \  est  identique  à  F(j:),  c'est- 
à-dire  est  donné  par  le  second  membre  de  ('2);  on  a  ainsi  décom- 
posé  ^,    ,  en  fractions  simples,  de  la  forme  , —  • 

Voici  donc  le  résultat. 


199.  Résumé.  —  Soient  a,  6, ...  les  racines  du  polynôme  Q(^)j 
a,  p,  ...  leurs  ordres  de  multiplicité;  la  fraction  rationnelle  ttt^» 
où  le  numérateur  a  son  degré  inférieur  au  degré  du  dénomina- 
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leur,  peut  se  mettre  sous  la  forme 


R(x)  _            A,                  A,_, 

..^-'V. 

x  —  a 

Q(x)           (X  — a)«       (X  — a)»-'       " 

H " h 

(X-b)? 

Pour  calculer  les  A,  on  pose  ^  =  a  -4-  A  et  l'on  effectue  le  déve- 
loppement de  -^. ~  suivant  les  puissances  croissantes  de  h, 

en  se  bornant  à  la  partie  infinie.  A  cet  effet,  on  développe  R (a -+- A) 
et  Q(«-h  A)  en  ordonnant  ces  polynômes  suivant  les  puissances 
croissantes  de  A, 

R(a-i- A)  =  Xo-l-X,A-i-X,/t*-h.. .        (Xo^o,  car  R(a)^o), 
ce  qui  donne 

on  effectue  ensuite  la  division  de  Xo-+-X|  A  +  ...  par  [jlo4- jJ^i  A-f-..., 
suivant  les  puissances  croissantes  de  A,  en  s'arrélant  dans  le 
quotient  au  terme  en  A"~*,  d'où 


et  aa,  fla-iî  •••>  ^1  sont  les  coefficients  cherchés  A»,  Aa_i,  ...,  A|. 
C'est  le  calcul  déjà  rencontré  au  n°  173. 
On  calcule  de  même  Bp,  B^,,,  .... 

200.  Remarques.  —  i®  Si  a  est  racine  simple  (a=  i),  il  n'y  a 
qu'un  seul  coefficient  Aa(=A|);  sa  valeur  doit  être  retenue. 
On  a 

R(a-+- A)  =  R(a)-h/iR'(a)-h..., 

Q(«  +  ^)  =  /^[q'(«)h-^Q'(«)-^...], 
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car  Q(a)  =  o;  d'où 

R {a^h )  _  I  R(ff)-+-... 
Q(a-+-/0  ~  fi  Q'(a)-r...  * 

Le  premier  lerme  de  la  division  de  R(a)  -t-. . .  par  Q'(^)  ■ 
est  évidemment  7777— 7-  Donc 

Al  =  7.-7- 


2"  Il  est  inutile  de  calculer,  dans  R(a  -+-  h)  et  dans  Q(a  4-  h  ), 
les  coefficients  de  toutes  les  puissances  de  A.  En  effet,  dans 
Texpression  ci-dessus 


le  quotient  des  deux  polynômes  entre  crochets  ne  doit  être  poussé 
(|ue  jusqu'au  terme  en  /t«~*  ;  donc  (n**  173),  il  suffit  que  ces  deux 
pol^^nomes  soient  développés  jusqu'aux  termes  en  A*~*  inclus; 
c'est-à-dire  que,  pour  une  racine  a,  d'ordre  a,  il  suffira  de 
prendre  les  cl  premiers  ternies  dans  R(a  +  h)  et  dans  Q(a  +  A). 

Par  exemple,   pour  une  racine   double  (a  =2),  il  suffira  de 
prendre 

R(a)-h//R'(«) 


u.]p^^HT^'\ 


201.  Intégration.    —    La   décomposition    une    fois    effectuée, 
rintégration  est  immédiate.  Si 


R(^)            A^       _^ 

,    .\.    ,     «3  • , 

R. 

Q(^)       (J^  — a;» 

x  —  a    '    (x  —  b)? 

■•~^  x  —  b 

on  aura 

/   ■r<7-idx= , ^^TT— •••— 7 -*- A,log(ar  — a) 

•BtIog(:r  — ^) 


»?  B, 


p-j   (^_-^)?-i       •••       (X  —  ù) 
■+■  consl. 
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Ll'intégrale  se  compose  donc  d'une  partie  transcendanie, 

Ailog(a?  —  a)  -f-  Bilog(a?  —  6)-+-. . ., 

et  d'une  partie  rationnelle, 

i Aa ^  A, î '^3 

qui  se  présente  sous  forme  d'une  somme  de  fractions  simples. 

202.  Cas  des  racines  imaginaires.  —  La  méthode  des  n^'  199 
à  201  ne  suppose  nullement  les  racines  réelles;  toutefois,  dans  le 
cas  des  racines  imaginaires,  au  moment  de  faire  l'intégration  il 
est  utile  de  prendre  une  précaution,  afin  de  ne  pas  trouver  des 
logarithmes  portant  sur  des  quantités  imaginaires. 

Soient  a  =  X-f-[A/  une  racine  imaginaire,  et  6  .■=:  X — [xif  la 
racine  conjuguée;  elles  sont  de  même  ordre,  c'est-à-dire  que 
a=  ^,  et  Aa,  Aa_i,  .  .  .,  A,  sont  respectivement  conjugués  de 
Bcx,  Ba_i,  .  . . ,  B,,  si  R(^)  et  Q(x)  ont  leurs  coefficients  réels. 

On  aura,  comme  plus  haut, 

H(j-)  A^  A,  Ba  B, 

Q(^J  ""  (^  —  ^)*       *  ^  —  ^        (^  —  ^)^  X  —  b 

La  précaution  à  prendre  est  de  réunir  les  deux  derniers  termes, 

A  Bf  . 
~  et     __  ,  >  avant  d'intégrer;  on  écrira  donc 

A|  Bi     _      p-^f]^  P  —  <7^      __        rT-\-s 

x  —  a       X  —  b~x — X  —  \i.i       x  —  X-4-(jit""(j:  —  X)*-i-|jl*' 

r  et  ^  étant  réels,  et  l'on  intégrera  comme  il  suit  : 

Au  second  membre,  la  première  intégrale  est  évidemment 
puisque  le  numérateur  est  la  dérivée  du  dénominateur;  pour  cal- 
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culer  la  seconde,  posous-y 

X  —  X  _ 


d'où 

dx  ■=  [idt. 
Elle  devient 

^  X    r       l^^f             5-hrX 
(s-f-/-A)  /  —y -—  =  arclang/. 

Donc,  enfin, 

/rx-\-s         j          r .      ^,          ^  ,,         -,        s -h  r\                 a X 
. .  -i m<^^  =  -»og[(^  —  A)* -h  u*]  H arc  tang • 

A                   B 
Quant  aux  termes  -, ^^::>  :^ Vr;;»  on  les  intégrera  dîrecle- 

ment;  la  somme  des  deux  intégrales  correspondantes  sera  évidem- 
ment réelle. 

203.  Remarque.  —  Dans  le  cas  des  racines  imaginaires  conju- 
guées, X  -H  [x/,  X  —  [Ji/,  d'ordre  a,  on  peut  aussi  mettre  les  termes 
qui   correspondent  à  ces   deux   racines,  dans  la  décomposition 

de  -Trr-l  en  fractions  simples,  sous  la  forme 


Supposons,  en  effet,  que  Q(a:)  contienne  le  facteur  (x  —  )v)^-h  ix^ 
à  la  puissance  a,  de  sorte  que 

Q(^)  =  Q.(^)[(^-X)«-^j.«p, 
et  considérons  la  différence  (où/?a  et  y^  sont  des  constantes) 

ï<(x) PfxX-h  gai 

qui  s'écrit 

l{(x)--q^(x)(p^x-h  Çol) 
Qi(ar)[(.r-X)*-+-|x2J» 

On  peut  déterminer  /?«  et  ^a  de  manière  que  le  numérateur 
contienne  en  facteur  (x  —  X)^4-|ji2,  c'est-à-dire  s'annule  pour 
X  =  \-\-  \Li  el  X  =  \  —  [xz,  et  les  valeurs  obtenues  pour  p^  et  ç^g^ 
sont  réelles,  comme  on  le  reconnaît  de  suite  en  les  explicitant. 
Elles  sont,  de  plus,  finies.  Alors,  la  différence  considérée  de- 
vient une  fraction  rationnelle  où  (j?  —  )0*+  1^^  ne  figure  plus  au 
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déDomînateur  qu'à  la  puissance  a  —  i,  de  sorte  que 

R Ç^)  ^        Paie -4-  grg Ri(a^) 

Q"(a7J       [(a?-X)»^-|JL']«"^Qi(a7)[(:r-X)«4-|Ji«J^-ï' 

le  numérateur  R|  (;r)  de  la  dernière  fraction  ajant  son  degré  infé- 
rieur au  degré  du  dénominateur  (*  ). 

£n   appliquant  le  même  procédé  au  second  terme  du  second 
membre,  et  ainsi  de  suite^  on  arrive  à  la  formule  voulue. 

204.  Si  Ton  a  opéré  la  décomposition  par  ce  procédé,  on  aura 
à  intégrer  des  expressions  de  la  forme 

ce  qu'on  fera  directement. 

.        .          a?  — X 
On  posera  d'abord,  pour  simplIGer, =  /;  l'intégrale  de- 
viendra 

/■/>tx<-hpX-h^  p      r     tdt  p\-^q    r_^ 

Au  second  membre,  l'intégrale   /  .— —-^r^  est  évidemment  (a^i) 

éeale  à 7 .tzz—:;  il  reste  donc  à  calculer  l'intésrrale 

^  2(a  —  l)(n- <*)*-*  ° 


On  récrira 


_    r      dt 


t^dt 


Appliquons  à  la  dernière  intégrale  le  procédé  d'intégration  par 
parties  : 

/tdt    _  r i I       I     Ç  __}_ ^ 


2a  -1  (i-h  /2)a-i    '    .^a  — 2 


(*)  Car  pour  27  =  x,  le  premier  membre  s^annule,  ainsi  que  la  première  frac- 
tion du  second  membre  :  il  en  est  donc  de  môme  de  la  deuxième  fraction. 

G.    Q.    F.    D. 

H.  14 


'210  DEtXIRME   PARTIE.    —   PRINCIPES  DU  CALCUL   INTEGRAL. 

D'où 


J t 1^ 

2a  —  a(i-h<*)*-*        la  —  7.' 


r  r  r 


j    __  I f  2g  — 3 

°'"  2a -2  (n-<2)a-i  "^2a-2   *"'* 

formule  de   récurrence  qui  permet    de   ramener,   par   échelons 
successifs,  le  calcul  de  la  à  celui  de  l^  ^  or  on  a 

If  =    / =  arc  tang  /. 

La  question  est  donc  résolue. 

Exemples  (V intégration  de  fonctions  rationnelles. 
205.    I"  Soit  d'abord  l'intégrale 


/dx 
qui  se  rencontre  fréquemment.  On  a 


d'où 

/dx  î  ,      /  .       ^  1      /  X       î  ,      a?  —  I 

^,-rrï  =  .:'»g(^-')--Iog(a;H-,)=-log^-^. 

2"  Soit  en  second  Heu  l'intégrale 

1=1  . — r r^  dx. 

Le  numérateur  est  de   même  degré  que  le  dénominateur;   le 
quotient  est  i  ;  on  écrira  donc 

icG=  (.rî— i)3-f-  3ar*— 3j:*-+-i, 

OU  ' 

r.  rSa:*— 3iF»-4-I 

l=Jd.-^J 


dx. 


(a7ï—  1)3 

3x^—  3a:«4-i 


Il  faut  décomposer  en  fractions  simples  — /   j__  \» — >  '^^  racines 

du  dénominateur  sont  +  i  et  —  i  ;  elles  sont  triples.  Écrivons  : 

3r*— 3r«-!-i  A,  As  Ai 

(a7*— i)^  (a?— i;'       {x  —  i)*       x  —  i 
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Pour  calculer  les  A,  posons  ;r  =  i-f-A;   le  premier   membre 
devient 


3(,-^A)»-3(.iH-A)«-i-i 


6/1-+-I5A»- 


A»(8  4-i2A-i-6/i«- 


.)' 


car  la  racine  étant  triple,  on  n'a  besoin  que  des  trois  premiers 
termes  en  h  au  numérateur  et  au  dénominateur  (n**  200,  2**).  Fai- 
sons la  division,  suivant  les  puissances  croissantes  de  h  : 


i-^6A-m5/ï»  I  8-+- i^/i-+-6/i* 


•'l.          6  A. 

1          q    ,         3o  , , 

a           4 
4 

3o  ., 

Donc 


A,=  ;. 


A.: 


i6' 


A         '5 


On  calculerait  de  même  les  coefficients  qui  correspondent  à  la 
racine  —  i.  Il  est  plus  simple  de  les  obtenir  directement;  on  a 


3y»—  33?'-^! 


i5 


8  (a:—!)'        i6(:r— i)«        i6a7  — i 
B3  Bf  Bi 

(a:-f-i)»        (:c-hi)«        27 -h  I 


Changeons  x  eu.  — j?,  le  premier  membre  ne  change  pas;  pour 
que  le  second  membre  reste  aussi  le  même,  il  faut  évidemment  que 


Bs=- g, 


Donc  enfin. 


jr_         1 9^        1         _  i^  I      /  \ 


206.  Cas  particuliers.  —  Dans  certains  cas,  l'application  de  la 
méthode  générale  peut  être  notablement  simplifiée. 
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Exemple  I.  —  Soît  à  calculer  /  f{x)  dx^  f{^)  étant  une  frac- 
tion rationnelle  en  x^  impaire,  c*esl-à-dire  changeant  de  signe 
avec  X.  Alors- y (^)  sera  une  fonction  paire  et  dépendra,  par 
suite,  rationnellement  de  x^,  de  sorte  que 

/(a:)  =  ar(p{a7«), 
o{x)  étant  rationnel.  Pour  intégrer,  on  posera 

d'où 

ff{x)dx=   ro(x*)xdx=  i  j^{t)dt, 

ce  qui  simplifiera  les  calculs  ultérieurs,  car  la  fraction  rationnelle 
cd(£),  à  décomposer  en  éléments  simples,  a  ses  deux  termes  res- 
pectivement de  degré  moindre  que  les  termes  de/(^). 

/dx 
—r—i 1>  ^^  3>  ^^  posant 

X^=rtj 

1  —  r  ^^^    —  i  r   ^^ 

La  décomposition  en  éléments  simples  donne  : 

I        _  I  1  I 

d'où 

I                        III                                        I                  X^                I            I 
J=-l0g^-f--- l0g(<4-l)  =   -  log-T-^ 1 ; -• 

/dx 

<p  étant  une  fonction  rationnelle  de  x"^  (il  n'est  pas  même  néces- 
saire que  m  soit  entier).  On  écrit  l'intégrale 

/a?"«-i  dx    , 
si  Ion  pose  ar'"=  t^  x^~^  dx  =  —dt^  elle  devient 

mj       i 
et  l'on  est  ramené  à  intégrer  une  fraction  rationnelle  en  /. 
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Ainsi  : 

f       dx        ^  i_  r dt__  ^  _i_  r^^  n  _     b    \ 

Exemple  III.  —  Supposons  qu^il  n'y  ait  au  dénominateur  de  la 
fraction  rationnelle  à  intégrer  qu^un  seul  facteur  : 

j^   r  P(x)dx 

P(ji:)  étant  un  polynôme  entier  de  degré  k.  La  décomposition  en 
éléments  simples  sera  immédiate  si  Ton  pose  x  —  a  =  t^  dx  =  dt  ; 
on  a  ainsi 

j^    rP{t-^a)dt  ^    r^  /Ao-f-A|f-h...-t-AA<^\ 

et  les  quadratures  s'effectuent  de  suite. 

207.  Une  méthode  de  réduction  analogue  à  celle  du  n°  204 
permet  de  simplifier  le  calcul  des  intégrales 

/x'^dx 

Si  k  est  impair,  la  fonction  à  intégrer  est  impaire;  on  posera 
t  =  x^t  ce  qui  permettra  le  calcul  presque  immédiat  de  l'intégrale, 
ramenée  ainsi  au  cas  du  troisième  exemple  ci-dessus. 

Si  k  est  pair,  on  opérera  ainsi.  Soit,  par  exemple,  l'intégrale 
déjà  obtenue 

on  écrira 

_        r     xdx        .  I  I  ^       ^    r    x^dx 

J  (a?«-i)»  4  (^»-i)*  4J  (:r«-i)»' 

de  même 

dv  u 

/xdx        ,____£       a?»  3    rx^dx  ^ 
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or 

=    1  dxli-^ )  =  ar  -+-  - 

J  \  237—  I  1    X  -h  1/  2 

En  remontant  la  série  des  calculs,  on  trouve 

I         x^  5  /       I       .T»  3  3,      j:  — 1\ 

0*       4\      2  a:*— 12     ^4     «a?-T-i/ 


I=  — 


4  (a:*- 


208.  Autre  méthode.  —  On  peut  encore  simplifier  le  calcul  des 
intégrales  du  type 

par  le  changement  de  variable 

z-{-i  ,  dz  .  4  5 

X  =z  ,  (ix  =  —1- 


(^-1)*  u  — i;* 


Cette  méthode  est  très  rapide  lorsque  le  degré  du  polynôme 
P(^)  ne  dépasse  pas  2n  —  a,  car  l'intégrale  proposée  devient 


dz 


2*'*-V         \2— 1/  ^'* 

En  vertu  de  l'hypothèse  faite  sur  le  degré  de  P(^),  l'expression 
P(--— -j(s —  i)2«-2  est  un  polynôme  entier  en  ^,  et  Tintégralc 
précédente  se  calcule  immédiatement  (n°206,  troisième  exemple). 


2"  Fonctions  rationnelles  de  x  et  de 


m  fax  H-  b 
y    ex  -^  d 


209.  Les  intégrales  du  type 

w    SA-  (^)''  (Srlf (ff^)>.. 

OÙ/?,  5^,  ...,jo",  gr"  sont  des  entiers,  positifs  ou  négatifs,  et  où 
/  est  une  fonction  rationnelle,  se  ramènent  aux  intégrales  de 
différentielles  rationnelles  d'une  variable  et  sont,  dès  lors,  calcu- 
lables par  les  fonctions  élémentaires. 
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Soll,  en  effei,  m  le  plus  petit  commun  multiple  (en  valeur 
absolue)  des  dénominateurs  q^  q\  . .  -,  q']  on  posera 

ax  H-  b 

ex  -^  d  ' 

d'où 

dt**^  —  b  ,  ad  —  bc 

X  = ,  dx  —  m  , «'"->  dt, 

a  —  ci"^  (^a  —  ct"^)'*'  * 

et  Tintégrale  (i)  prend  la  forme 

/*    ( dV*^  —  b      —  ^\        <«'-» 

•'Va  — c^'»  J  i^a-^ct"')^      ' 

OÙ  tout  est  rationnel,  puisque  m,  —  >  •  •  • ,  -~  sont  entiers. 

210.  Exemples.   —    i°  Dans   ce   type    rentrent   les    intégrales 

très   fréquentes     f  fi^y   s/ax -\- b)  dx^     lf\^^\/  T"?  )^» 

qu'on  ramène  aux  intégrales  de  fonctions  rationnelles  en  posant 
respectivement 

ax-hb 

ax  -^  b  =  t*.         i  =  t^. 

cx-h  d 

Ainsi,  dans 
on  posera 


=  t*.        ou        X  =  — »  dx  = 

X  —  l  t-—  l 


_  r  -Mdt  _        r    ndt 

intégrale  qu'on  traitera  comme  au  n"  207  ou  au  n**  208- 

^dx;  on  a  à  intégrer  une  fonction  rationnelle 


X  —  x^ 
1 


de  X  et  de  x^  ;  on  posera  donc 

x  =  t^,         dx=:ùr»dty 
et  Ton  sera  ramené  à  calculer 
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3®  Soit  encore 

J  X  -^  )Jx  -+-  ï 

On  pose  ^  -h  I  =  ^^,  el  l'intégrale  devient 

r      tdi 


ce  qui  se  calcule  sans  difficulté  par  la  décomposition  en  fractions 
simples. 

211.  Différentielle  binôme.  —  C'est  la  différentiel  le 

x*^{a-^hx^)Pdx        (a,  ô|o), 

ou  m,  /i,  p  sont  des  nombres  fractionnaires^  positifs  ou  néga- 
tifs. En  général,  on  ne  sait  pas  l'intégrer,  mais  on  peut  la  ramener 
au  type  précédent,  et  par  suite  l'intégrer,  dans  trois  cas  particu- 
liers. Posons 

ir«  =  r,         a?  =  r ,         dx  =  -  t"      dt; 

n 


l'intégrale  de  la  différentielle  binôme  devient 
-  j  t   "         ia-hbt)Pdt, 

Elle  est  du  type  (i)  : 

i"  Si  p  est  entier,  car  on  a  sous  le  signe  /  le  produit  d'une 
fonction  rationnelle,  [a-\-bt)P^  par  une  puissance  fractionnaire 
de  ^;  si  rr=  -,  r  et  5  étant  entiers,  on  intégrera  en  posant 

l  —  ^ , 

2°  Si est  entier,  car  on  a  le  produit  d'une  fonction  ra- 

tionnelle,  ^  "        ,  par  une  puissance  fractionnaire  de  a -4-6^;  on  m- 

t 
tégrera,  si /?  =  -  »  r  et  5  étant  entiers,  en  posant  (a  H- 6/)' =  -8: 

3°  Si hp  est  entier,  car  on  peut  écrire  la  quantité  à 
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intégrer  t  '*  ( — - — j  *  ce  qui  est  le  produit  d'une  fonction 

rationnelle  par  une  puissance  fractionnaire  de—- — ;  si  y^  =  -> 

1 

on  intégrera  en  posant  (  —  —  j   =:  2. 


3'*  Fonctions  rationnelles  de  x  et  de  \Jax'^'\-ibx  -^  c. 

212.  Soit  à  calculer  Tintégrale 

où /est  une  fonction  rationnelle  de  x^  y^  et  où  y  représente  le 
radical 

y  =  y/ax^-^r  ibx  -\-  C. 

Je  dis  qu'on  peut  la  ramener  à  l'intégrale  d'une  fonction  ration- 
nelle par  un  changement  de  variable;  il  suffirait,  pour  cela,  qu'on 
pût  exprimer  a?  et  y  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre  /, 

^  =  ?(0»      y=^W)\ 

on  aurait  alors  dx:='s! dt^o'^t)  étant  aussi  rationnel,  et  il  est 
clairque  l'intégrale  (2)  se  ramènerait  à  la  forme  1  ¥{t)dt^  F  étant 
rationnel  en  t. 

Tout  revient  donc  à  exprimer  rationnellement  ;r  etj^,  si  c'est 
possible,  en  fonction  d'un  paramètre  t.  Or  la  courbe 

y  =  >Jax^-k-  ihx  -^  c 

représentant  une  conique,  Texpression  est  possible,  car  il  suffit, 
comme  on  sait,  de  couper  la  conique  par  une  sécante  mobile,  de 
coerficient  angulaire  ^,  passant  par  un  point  fixe  pris  sur  la 
courbe,  pour  obtenir  a:  et  ^  en  fonction  rationnelle  de  t. 

213.  On  saura  donc  intégrer  les  expressions  du  type  (a);  dans 
chaque  cas  particulier,  on  choisira  le  point  fixe  de  manière  à 
simplifier  les  expressions  de  x^  y  en  fonction  de  t.  Par  exemple  : 

1**  Si  le  polynôme  «a:^ -f- 26^  +  c  =  o  a  ses  racines  réelles, 
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a  et  3,  on  pourra  prendre  pour  point  fixe  le  point ^  =  o,  .ar  =  a, 
situé  sur  Ox,  On  posera  donc 

et  celte  sécante  mobile  coupera  la  courbe  y-  =  a{x  —  a)  (:r  —  ^) 
aux  points  dont  les  x  vérifient  Téquation 

<»(a?  — a)«=  a{x  —  i){x—  P). 

En  supprimant  le  facteur  (a:    -  a),  qui  correspond  au  poînl  fixe, 
on  trouve 

x_-^  _  t^ 

X  —  OL  ~~  a 
d'où  l'on  conclut  : 

a?  =  »         y  =  t{x  —  a)  =  /  -    ^- 


a  a 


expressions  cherchées  de  x  et^  en  fonction  de  t. 

Il  est  clair  qu'on  peut  remplacer,  sans  changer  la  forme  ration- 
nelle, par  9,  c'est-à-dire  que  Tinlégrale  proposée  (2)  devient 

V±:a 

celle  d'une  fonction  rationnelle  de  0  par  la  substitution 

X  —  a 

OÙ  a  et  j3  désignent  les  racines  du  trinôme  sous  le  radical  (*), 
ax^-T-  9sbx  +  c, 

2°  On  pourra   prendre   pour  point  fixe   un  des  points   où   la 
courbe  coupe  l'axe  des  y  : 

a?  =  o,       y  =  y/c; 


(')  Cela  revient  à  un  procédé  indiqué  au  n«2l0.  Car  le  radical  \/ax^'i-'ibx  -^  c 

pouvant   s'écrire  v^a(j7  — a)(j7—  Q),  ou  {x  —  a.)  i/ a -9  on  a  à  intégrer 

y       X  —  CL 

une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  i/ a ^>  ce  qu'on  pourra  faire  (n®  210) 


en  posant 

^-P  =  i  tK 

X  ~  OL 


CHAPITRE   I.    —   INTEGRALES   INDEFINIES.  219 

on  posera  donc 

y^  —  ^c  =  tx, 

3**  On  pourra  aussi  couper  la  conique  par  des  droites  parallèles 
à  une  de  ses  asymptotes  : 

y  =  X  /a  -h  t. 

Généralement,  avant  d'employer  l'un  ou  l'autre  de  ces  procédés, 
il  pourra  être  utile  de  simplifier  d'abord  le  polynôme  sous  le 
radical  en  posant  a;=5-f-A,  de  manière  à  faire  disparaître  le 
terme  en  s. 


214.  Exemple  I.  —  Calculer  1=  / 


x^  dx 

sj X^-i-  I 


On  coupera  la  conique  j^^  =  ,r*  +  i  par  des  droites  parallèles 
à  une  asymptote,  en  posant 

j'  =  a?  -+-  /, 
d'où 

ce  qui  donne 

I  — /«                                                     X^t^                                      I     1-4-/1 
37=   ,  y  =:  X -\-  t  =^   9  dx  — — dt. 

Portons  ces  valeurs  dans  I;  il  vient 

c'est-à-dire 

-  I    rdt       I    rdt       1    /*,  ,,       II        I ,      ,       I  „ 

Remplaçons  maintenant  t  par  sa  valeur  en  x.  On  a 

t  =^  y  —  X  =  /:r*  +  1  —  x\ 

d'où,  en  observant  que  -  =:y/a;^ -h  i -f- ^, 

I  =  -  X ^x^  -\- 1  H —  log(v/a7'-h  I  —  x\ 
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215.  Exemple  II.  —  Calculer  J  =  /  V^^*  -H  ï  dx, 
La  même  substitution  donnera  : 

=  -  x\/x^~h- 1 log(/a?'-+-  I  —  x). 

216.  Exemple  III.  —  Calculer  I  =  T^^. 

«/    va:'  +  a 

La  fonclion  sous  le  signe   /  est  impaire  en  a:;  on  posera  donc, 
sans  introduire  de  nouveau  radical,  x^=^  z:  x  dx  =  -  dz^  d'où 

1  =  1  r;,*^, 

ce  qui  rentre  dans  le  type  du  n®  210,  et  l'on  intégrera  en  posant 
s  -h  «  =  ^^.  On  posera  donc  de  suite,  dans  I,  ;r^  H-  a  =  t^^  et  l'on 

sera  ramené  à  intégrer  la  fonction  rationnelle  de  f,  /  {t^ — a)^de. 

217.  Exemple  rv.  —  Calculer  J  =  /  ~j-t-^^^'. .dx. 

J   yjax^-^ihx  -\-  c 

Simplifions  d'abord  le  radical  en  posant,  pour  faire  disparaître  le 
terme  du  premier  degré, 

b 

X  -\ —  —  z, 
a 

On  a 

a5  +  p_  *ô 


J       Jaz^-hk 


!•/»         /         ac  •— b^ 
en  posant,  pour  simplifier,  A:= • 

L'intégrale  J  se  décompose  ainsi  en  deux  autres, 
af-yiM^    et     h-^b)  r    _'^i_   . 
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La  première  est  évidemment -y/ozM-A-;  reste  donc  à  calculer 


/dz 


Pour  n'introduire  que  des  quantités  réelles,  distinguons  plu- 
sieurs cas. 

I"  a  >o.  On  écrit 


5«-f-- 


a*"  a  <  o,  mais  /:  >►  o.  On  écrit,  en  posant  a  =  —  a', 

/é/-5                /*   1           dz              I           .    /     ^    \ 
, __^z^  =   /  --^ z==:=:  =  -  —  arc  sin  /  —  \  • 
y/__a'zî-+-X:      *^   A'.  A___    ,        /«'              (  4  /^    ) 
Va'       ^                              \V«V 

sous  forme  réelle,  puisque  la  différentielle  est  imaginaire.  On 
écrira,  comme  dans  le  premier  cas, 

J  Jaz^-^k       i/a        \        V  «/ 


218.  Exemple  V.  —  Calculer  I  =  f . 

dix  —  i 


dx 


(x  —  X)v/aa:*-h  2bx-\-  c 
On  applique  la  méthode  générale,  en  coupant  la  conique 
y^=^  ax*-^  2bx  -h  c 
par  des  droites  issues  du  point  de  coordonnées  X  et  [jl,  étant  posé 

Posons  donc 

d'où 

^ax*-^  ibx  -^  c  =  ii-{-  t(x  —  X). 

Élevons  au  carré,  et  observons  que  ^t.^=a\^-h  26X  H-  c  : 

a(ar*~-  X») -h  26 (a?  —  X )  =  2fjii(a?  —  X) -f-  r*(ar  —  X)». 
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Supprimons  Je  facteur  x  —  X  qui  correspond  au  point  fixe;  il 
vient,  pour  exprimer  x  en  fonction  rationnelle  de  /,  la  relation 

(2)  <*(a7  —  X)-f- 2(jt<  =  a(a7-i- X)-h  26. 

Il  faudrait  résoudre  par  rapport  à  x  et  en  déduire  dx  en  fonc- 
tion de  dt  :  il  sera  plus  simple  de  dilTérentier  sans  résoudre,  ce 
qui  donne 

idt[t{x  ~~\)-\'  yL]'^{t^  —  a)  dx  =^  o\ 

d'où 

—  idt  ^  dx  _dx 

O-—  a  ~~  ^  ->r  t{x  —  \)  ~  y 

L'intégrale  cherchée,  I,  est 

dx_ 

on  a  donc 

Or  Péquation  (  ^4)  donne 

(a?  — X)(<>— a)  =  — 2[JL^ -h  aXa-f- 26; 
d'où 

I=/]r7^t-^  =  ^«og(^.-Xa-6). 

On  a  donc  finalement,  en  remplaçant  [jl  par  sa  valeur 
y/aA^-H  ib\-\-  c  el  t  par  sa  valeur  tirée  de  (r),  à  savoir 


y  ~  \L  ^  y/ax^-\-  xbx  -^  c —  (jl 

X  ~  k  X  —\ 

r dx 

J    {x  —  \)^ax'^'T''ibx  -{-  c 

=     .    ^ -— ^nlogl  /aX*-r-26X  -\~c- ; Aa-/'' 

^al^-^ibl-^  c        \  x  —  k 

219.  L'intégrale 

/  fi'^i  /«^  -H  6,  s/cx-^d)  dx^ 

où /est  rationnel  par  rapportât  et  aux  deux  radicaux,  se  ramène 
au  cas  général  du  n"  212. 
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Posons,  en  effet, 

ax  -^  b  —  z^\ 

l'înlégrale  devient 

On  a  ainsi  à  intégrer  une  fonction  rationnelle  de  z  et  d'un 
radical  de  la  forme  y/A 3^ -h  C,  ce  qu'on  fera  par  un  des  procédés 
cî-dessus. 

On  peut  encore  opérer  autrement  :  la  fonction  à  intégrer, 
étant  rationnelle  en  x^  yjax  +  &  et  ^/cx  -h  d^  est  de  la  forme 


.        4  -+-  B  sjax  -\-  b  -+-  C/c.r-4-  d -\~  \)\Jax  -h  h  sjcx  ~\-  d 

/  = , i 

Ai-f-Bi  v^aar-T-  6  -+-. . . 

A ,  B,  . . . ,  A< ,  B| ,  ...  désignant  des  pol}^nomes  entiers  en  x. 

Si  Ton  rend  le  dénominateur  rationnel,  ce  qui  est  toujours  facile 
en  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  un  facteur  con- 
venable,/prend  la  forme 

M  -f-  N  yjax  -\-b  -f-  V\lcx  -+-  r/  -h  Q  yj a x  -^  b  \/cx  -h  d 
f= g > 

M,  N,  P,  Q,  R  éAant  des  polynômes  en  x^  et  l'intégrale  f  fdx  se 
ramène  à  quatre  autres  : 

/M  . 

-^dxj  intégrale  de  fraction  rationnelle^ 

^y/ax-H  b  dx^  qu'on  ramène  à  l'intégrale  d'une  fraction 
rationnelle  en  posant  ax  -i-  b  =:  t^  (n°  210)  ; 

3^    /  "r  V^^^  +  ^  ^'^y  qu'on  traite  de  même  ; 

4"  /  ]^\/(ax -h  b)\cx  H-  d)  dx^  qui  s'obtient  par  un  des  pro- 
cédés du  n°  213,  par  exemple  en  posant ^  =  t^, 

220.  Exemple.  —  Soit  1=  f^l^L^ldx. 

J   X  -\-  >Jx 
Rendons  le  dénominateur  rationnel  en  multipliant  les  deux 
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termes  par  x  — ^;  îl  vient 

c'est-à-dire 

J     x  —  x  J      x^  —  x 


dx. 


La  première  intégrale  se  calcule  en  posant  a;  H-  i=  «^  (n"  210); 


f- .       t  —  yfl  , /- ,       \/^  -+-  I  —  / 

—  it-^yJiXo^ -—  =  2^07-+- I -h/2  log 


>. 


t-^^1  ^X  -H  1  -i-  >/ 


'k 


La  seconde  intégrale,  —   /  ^^— ^j:: — -dxn^  est  toute  ramenée  au 
tvpe  général  du  n"  212;  on  la  calculera  en  posant,  par  exemple, 


_  r\_ x_       _       r       tdt     /»— I  _     r        t^dt    


4"  Fonctions  rationnelles  des  coordonnées  d^un  point 
d^une  courbe  unicursale. 

221.  Si  y  est  une  fonction  implicite  de  x,  définie  par 

où  o{^x^y)=^o  représente  une  courbe  unicursale,    toute   inté- 
grale de  la  forme 

J/(^,  Y)dx, 

où /est  rationnel  en  x  etjK?  pourra  être  calculée. 

En  effet,  par  courbe  unicursale  on  entend  une  courbe  telle 
que  les  coordonnées  x,  y  d'un  de  ses  points  puissent  s'exprimer 
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eu  (onction  rationnelle  d*iin  paramùlre  t.  On  aura  donc 
et  l'intégrale  proposée  devieiulra 


F(/)  désignant  une  fonction  rationnelle  de  tj  qu'on  sait  intégrer. 
On  voit  que  c'est  la  généralisation  de  la  théorie  du  n**  212;  la 
courbe    'f(^,  ^')=^    était    alors  y- =  ax- -\- 2bx -\-.c,    c'est- 
à-dire  une  conique,  qui  est  bien  une  courbe  unicursale. 


222.  Exemple.  —  Soit  1  =  /  - 


d.r 


Si  l'on  pose 

i 
jr  =  {x^  —  ^')*,         ou        y^=x^  —  x-, 


on  aura 


rdx 


intégrale  qui  rentre  dans  le  type  ci-dessus,  car  la  courbe 
y^  ==  x^  —  x^  est  unicursale  (cubique  ayant  un  point  double  à 
rorîgine).  Pour  exprimer  ^  ety  en  fonction  d'un  paramètre,  /, 
on  coupera  la  cubique  par  des  sécantes,  y  ^=  t.r^  issues  du  point 
double;  il  vient  ainsi 

t^x^  —  ar' —  x^\ 
d'où 

i  ,  ^r-dt  t 

X= -,  dx  =   -— ,  y--ztX= -• 

Portons  ces  valeurs  dans  1,  nous  trouvons 

rdx      r  3t^df    (i  -  t^r-     .,  r  , 

L'intégrale  proposée  est  donc,  en  remplaçant  t  par  sa  valeur  —  / 

.1. 

011 —  , 

X 


J  =  j 


^V 


II. 
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2S3.  Propriété  fondamentale  des  courbes  unicursales. —  Nous 
avons  défini  la  courbe  unicursale  une  courbe  telle  que  les  coor- 
données d'un  de  ses  points  puissent  s'exprimer  en  fonction 
rationnelle  d'un  paramètre  t;  on  peut  dire  aussi  qu'une  courbe 

d'ordre  n  est  unicursale  quand  elle  a  -[n  —  i)(/i  —  2)   points 

doubles,  nombre  maximum  de  points  doubles  que  puisse  avoir 
une  courbe  indécomposable  de  degré  n. 

L'identité  des  deux  définitions  résulte  des  théorèmes  suivants  : 

224.  Théorème  I.  —  Une  courbe  indécomposable  d'ordre  n 
ne  peut  avoir  plus  de  -  (n  —  i)  (n  —  2)  points  doubles. 

Supposons,  en  effet,  qu'une  telle  courbe  C«,  d'ordre  n,  ait 

-(n  —  i)(n  —  2)-+- 1 
2  ^ 

points  doubles;  considérons  les  courbes  C/,_2,  d'ordre  n  —  -j, 
adjointes  à  C/i,  c'est-à-dire  passant  par  ces  points  doubles. 

L'équation  générale  des  courbes  d'ordre /i  —  2  contient,  501/5 
forme  linéaire  et  homogène,  un  nombre  de   coefficients  égal 

à  -(n —  i)/i;  celle  des  courbes  C„_2  en  contiendra  donc,  sous 

la  même  forme,  un  nombre  au  moins  égal  à 

-/i(/i  — î)— -(/i  — i)(/i  — 2)  — I, 

c'est-à-dire  n  —  2  :  on  pourra  donc  faire  passer  une  de  ces  courbes 
par  n  —  3  points  choisis  arbitrairement  sur  C,/,  car  on  a  à  écrire 
pour  cela  n  —  3  équations,  qui  sont  linéaires  et  homogènes  par 
rapport  aux  n  —  2  coefficients  inconnus,  et  qui  par  suite  ont  tou- 
jours au  moins  une  solution.  La  courbe  C„_2  ainsi  déterminée 
coupe  dès  lors  la  proposée,  C«,  aux  points  doubles  de  celle-ci  et 
en  (n  —  3)  autres  points  simples,  ce  qui  donne,  au  total,  un 
nombre  de  points  d'intersection  égal  à 

2      -  (  /l  —  l)  (  /l  —  2)  -h  I     -h  n  —  3  =  71  (  M  —  2  )  -M  , 

puisque  chaque  point  double  équivaut  à  deux  points  d'intersec- 
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lîon.  Or  une  courbe  d'ordre  n  —  2  ne  peut  couper  une  courbe  C;,, 
d'ordre  /i,  en  plus  de  n{n  —  2)  points,  que  si  elle  fait  partie  de  C„ 
ou  si  elle  se  décompose  en  courbes  dont  l'une  fait  partie  de  Ci  : 
dès  lors  la  courbe  C«  proposée  n'est  pas  indécomposable,  con- 
trairement à  l'hypothèse. 

Donc  Cn  ne  peut  avoir  plus  de  -(n  —  i)(/i  —  2)  points  doubles. 

c.    Q.    F.    D. 

225.  Théorème  II.  —  Une  courbe  indécomposable  d'ordre  /i, 
qui  a  -{n  —  i){n  —  2)  points  doubles,  est  unicursale. 

En  effet,  les  courbes  C,/_2,  adjointes  à  C«,  dépendent,  sous  forme 

linéaire  et  homogène,  de  -  n{n  —  1) (/i  —  0  (^  —  2)  =  n  —  1 

coefficients.  Celles  d'entre  elles  qui  passent  par  n  —  3  points 
simples,  pris  sur  Cw,  ont  donc  une  équation  de  la  forme 

(i)  XA(.r,7)  +  ;aB(a:,^)=o, 

X  et  u.  étant  des  coefficients  arbitraires  (*);  elles  coupent  C,j  aux 
(n  —  3)  points  simples  et  aux  -{n  —  i)(/i  —  2)  points  doubles,  ce 
qui  donne  un  nombre  d'intersections  fixes  égal  à 

(n  —  \)(n  —  '?.) 
(n  — 3)-+-2  9 ■     ^^     w(/i  — 2)  — I. 

Dès  lors  une  quelconque  des  courbes  (i)  ne  coupe  C„,  en  dehors 
des  points  fixes,  qu'en  un  seul  point  mobile;  d'après  la  théorie 
de  l'élimination,  les  coordonnées  de  ce  point  sont  des  fonctions 
rationnelles  des  coefficients  qui  figurent  dans  les  équations  des 
deux  courbes;  ce  sont  donc  des  fonctions  rationnelles  du  para- 

mètre  -•  c.  o.  f.  d. 


(*)  Toujours  parce  que  la  condition  dépasser  par  des  points  donnés  établit  des 
relations  linéaires  et  homogènes  entre  les  coefficients  de  Tcquation  d'une  courbe. 
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226.  Théorème  III.  —  Une  courbe  unicursale  indécompo- 
sable d^ ordre  n  a  -{n  —  i)(/i  —  a) points  doubles. 

Tout  d'abord,  on  peut  admettre  que  la  droite  de  rinfini  coupe 
Tunicursale  proposée,  d'ordre  w,  en  n  points  distincts;  dans  le  cas 
contraire,  il  suffirait  de  substituer  à  la  courbe  donnée  sa  perspec- 
tive sur  un  plan  convenable,  perspective  qui  est  évidemment  une 
courbe  unicursale  de  même  ordre  et  d*autant  de  points  doubles 
que  la  proposée. 

Soient  alors  «i,  ^/a,  ...,  a„  les  valeurs  du  paramètre  t  qui  ré- 
pondent aux  n  points  à  Tinfini  de  Tunicursale;  en  posant 

les  coordonnées,  x  et  y,   d'un  point  de  la  courbe   auront   une 
expression  paramétrique  de  la  forme 

f(t)  «(/) 

y(^)  et  ©(/)  désignant  des  polynômes  en  t.  Ces  polynômes  sont 
d'ordre  /î,  au  plus,  puisque  la  courbe  doit  être  coupée  en  n  poinls 
par  une  droite  quelconque  ax  -\-  by  -\-  c  =  o.  Nous  pouvons 
même  admettre  que  /(t)  et  'f  (/)  sont  d'ordre  {n  —  i)  au  plus  :  il 
suffit  de  prendre  pour  origine  le  point  de  la  courbe  qui  répond  à 
la  valeur  /  =  oo  du  paramètre;  alors  x  et  y  devant  s'annuler  pour 
;  =  QO,  il  faut  bien  que/(/)  etç(/)  aient  leurs  degrés  respectifs 
inférieurs  au  degré  n  de  F(^). 

Cherchons  maintenant  a  déterminer  les  points  doubles  de  la 
courbe  (2)  :  il  est  clair  qu'à  un  point  double  correspondent  deux 
valeurs  différentes  du  paramètre  /,  et  réciproquement;  pour 
trouver  ces  points  il  faut  donc  chercher  les  solutions,  en  /  et  u, 
communes  aux  deux  équations 

^   '  f77}  "  F(mV        FÎT)  ~  injT)' 

Or  /{t)  ayant  son  degré  inférieur  à  celui  de  F(/),   on    peut 
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décomposer  p— -  en  Tractions  simples  sous  la  forme 


/(O^      At       .       A,  ,       A„ 

F(t)        t  —  ai'^t  —  at      '"       t  —  a„' 

De  même  on  a 

9(t)  __      Bt       ^ ^        B;, 

F(0       /  — aj      «  — «// 

Les  équations  (3)  s'écrivent  alors,  en  groupant  les  termes  ana- 
logues en  t  et  u^ 

A, '-^ +...  +  A  <'-">  -- 


/  —  M 


p        

^  it—  ai){u  —  (II) 


Supprimons  la  solution,  évidente  a  priori,  t  =  a,  qui  ne  donne 
pas  de  point  double;  il  reste,  en  posant  t  -\-  tt  =-.  s^  tu  =  p  : 

1   Ai '-   -,  -I-...-T-  \n ^- 7  =  o, 

(  I  ) 


f        p  —  sai->r  a\ 


A  un  point  double  répond  un  et  un  seul  s^'Stèmc  de  valeurs 
de/>,  s  vérifiant  ces  deux  relations,  et  réciproquement;  le  nombre 
des  points  doubles  est  donc  égal  au  nombre  des  systèmes  ()0,  s) 
donnés  par  les  équations  (4)* 

Chassons  les  dénominateurs  dans  ces  équations  ;  nous  obtenons, 
en  p  et  5,  Aexm  équations  d'ordre  /i  —  i,  qui  ont  (/i  —  i)*  solu- 
tions communes;  mais  en  chassant  les  dénominateurs,  nous  intro- 
duisons des  solutions  étrangères  à  (4),  à  savoir  les  valeurs  de 
p  et  s  qui  annulent  deux  quelconques  de  ces  n  dénominateurs. 

Or,  on  peut  grouper  ceux-ci  deux  à  deux  de  -  n{n  —  i  )  manières, 

à  chacune  desquelles  répond  un  système  (/?,  5),  puisque  les  déno- 
minateurs sont  linéaires  en  p  et  s;  le  nombre  cherché  des  solu- 
tions vraies  est  donc 

(  /i  —  l^i ni  n  —  I )  ~  -  (n  —  i)(n  —  21. 
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c'est-à-dire  qu'une  unicursale d'ordre /ia-(/i  —  i)(/i  —  '^)  points 
doubles.  c.  q.  f.  d. 

227.  Application.  —  Soit  l'équation 

(5)  (ar«+7«)«=a«(ar«-j^«); 

c'est  celle  d'une  leraniscate,  courbe  d'ordre  quatre  qui  a  trois 
points  doubles  :  l'origine  et  les  deux  points  circulaires  à  l'infini. 
Elle  représente  donc  une  courbe  unicursale,  et  l'on  peut  exprimer 
les  coordonnées  x^  y  en  fonction  d'un  paramètre  A. 

Appliquons  pour  cela  la  méthode  du  n^  22o.  Les  courbes 
adjointes  d'ordre  n  —  2  sont  ici  des  cercles  passant  par  l'origine; 
ils  coupent  la  lemniscate  en  un  nombre  de  points  mobiles  égal 
à2.4  —  3.2=2;  considérons  ceux  d'entre  eux  qui  passent  par 
un  point  fixe  de  la  courbe,  ceux  par  exemple  qui  touchent,  à  l'ori- 
gine, la  droite^  =  x,  tangente  à  Tune  des  branches  de  la  lemni- 
scate ;  leur  équation  est 

(6)  x^-^y^-k-M^  —y)  =  o, 

et  chacun  d'eux  coupe  la  courbe  en  un  seul  point  mobile. 
L'abscisse  x  de  ce  point  s'obtient  en  éliminant  y  entre  les  rela- 
tions (5)  et  (6);  on  a,  en  combinant  ces  deux  équations, 

Xi(^x—yy  =  a^{x^~y^), 

et,  en  supprimant  le  facteur  {x  — y)^  qui  correspond  à  des  points 
communs  fixes, 

Xî rt* 

Xi(ar  — ^)  =  a«(a:-h^),         d'où       7  =  -^);^^^' 

Portant  cette  valeur  Aey  dans  (6),  on  obtient  l'équation  en  x  : 

'lX*-r: r-  À  J7  > =  O. 


D'où,  finalement, 

X  —  —  a*X 


X*H-a*' 


X2— a«  ,,  A«-^r* 

Y  =  X^- =  — rt^Xr-r r» 
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III.  -  FONCTIONS  TRANSCENDANTES  QUE  L'ON  SAIT  INTÉGRER. 


1**  Fonctions  rationnelles  de  sin^r  et  cosj?. 

!228.  Pour  intégrer  //(siiijr,  CQSx)dx^  où /est  une  fonction 
rationnelle,  il  suffit  de  poser 

j»  =  aarc  tang/.  ax  = 


i-^t^' 


el  l'intégrale  proposée  se  ramène  ainsi  à  l'intégrale  d'une  fonction 
rationnelle  de  /,  puisque  sinx,  cosjt,  -^  sont  rationnels  en  /. 

-. —  devient,  par  la  substi- 
tution ci-dessus  : 

/dx         r  -ydt     i-h  /«        rdt      ,      ^ 

donc 

Changeant  j:  en  f^  —  j:,  on  a  la  formule  analogue  : 
—  /  =  log  tang  (  7  —  -    )  • 

On  calculerait,  par  le  même  changement  de  variable,  l'intégrale 

,:=  f ^_^. 

J   a  cosx  H- ^  siiij:* 

il  vaut  mieux  la  ramener  à  une  quadrature  précédente,  en  posant 


a 
tango  =  ji 
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ce  qui  donne 


J      b      siii(.r 


•?) 


COS»         /  a:-Hœ\  I  ,       /.         J"-l-o\ 

=  -^log(tang-^?j=^^___lo6(tang-^j. 

2®  De  même  on  a,  si  /n  désigne  un  entier  positif, 

ce  qu^on  calcule  inimédialement,  en  développant  le  binôme  du 
numérateur,  et  en  divisant  chaque  terme  par  V^. 

/dx 
- — 1^  se  présenterait,  après  le  changement  de  va- 
riable, sous  une  forme  plus  compliquée,  car  il  y  aurait  en  déno- 
minateur (i  —  i^)"^\  il  vaut  mieux  la  déduire  de  la  précédente, 

préalablement  calculée,  en  changeant  x  ^v\ x, 

230.  Remarques.  —  Souvent  un  changement  de  variable  plus 
simple  que  le  précédent  permet  d'arriver  au  même  résultat;  voici, 
à  ce  point  de  vue,  les  cas  particuliers  les  plus  fréquents. 

i"  Si  y(sin:c,  cosx)  est  une  fonction  paire  par  rapport  à 
sinx  et  cosj?,  c'est-à-dire  si  elle  ne  change  pas  quand  on  change 
simultanément  sino:  et  cos^  en  —  sin^  et  —  cosx^  on  posera 

langj:  = /,  j*  =  arc  lang/, 

d'où 

,             dt                  ,                    t 
dx  ^=  -,  sina7=  — ->  cosx — 


et,    dans   la    fonction   /(sin^r,   cosx)  ^=:  f( — 1     , .  \»    le 

radical  y/i  -h  l^  disparaîtra,  puisque,  en  vertu  de  l'hypothèse,  il  ne 

figurera  qu'à  des  puissances  paires.  L'intégrale  1  f(siiiXjCOSx)dx 

sera  donc  ramenée  à  l'intégrale  d'une  fonction  rationnelle  de  t. 

2**  Si  y(sin.r,  cosa?)  est  une  fonction  impaire  en  cos.r,  c'esl- 
à-dire  si  elle  est  de  la  forme  F(sinx,  cos^x)  cosx,  F  étant  rationnel, 
on  posera 
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d'où 

I  Visinxj  cos^x)cosxdx=    1  F(t,  i'-0)dt. 

3**   Si/(sin^,  cosj?)  est  impaire  en  sïnx^  on  posera  de  même 

cosa?  =  t. 


231.  Exemples.  —  (a).  Soît /  — 


dx 


co5*x  ■+•  'àb  sinx  cosa?-f-  c  sin'a? 


On  a  à  intégrer  une  fonction  paire  de  smx  et  cosâ:;  on  posera 
donc  (i**) 

tang.r  —  t, 
d'où 

r        dx        _  f _dt^         iH-/^       _  r         (// 

./    «cos*a:-i-. . .  ~J    i-\- t^  a-^'xbt -^  ct^  "  J   a  -^  ibt  -^ct^' 
Par  exemple 

/*  é/j-  _  r    ^^     _'l,'"^'_'i„'~^  langa? 

,7    cos- j:  -  sin*x  ^ J    i  —  /-        91      '^  i  —  /        a      '^  i  —  tangj^ 

Le  même  changement  de  vari«ible  donne  très  simplement  l*in- 

r       dx 

téfi^rale     / >    où  m   et   /i  sont  entiers  et  positifs,   et 

m  +  /i  pair,  car  cette  intégrale  devient 


J         t- 


dt. 


*dx  cos^x 

^  X 


(6).    Soit    /——-—/  — .-  - 

On  a  à  intégrer  une  fonction  impaire  de  cosa:,  et  Ton  posera  (2") 


sinx  —  ty 

d'où 


fdxco9,^x         rco%^x(cosx  dx)  _    r(i  —  f^)  df  _        i    i        . 

et  finniement 

/dx              II,. 
—  —  = : logsina*. 
lang-'x            1  sin*a™ 
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SI  Ton  avait  eu  à  calculer   /  lang'^xrf.r,  il  eût  mieux  valu  (3*^1 

poser  cos:r  =  t,   pour  n'avoir  toujours  que  /'  au  déDominateur 
de  la  fraction  rationnelle  en  l, 

(c).   Soit  enfin  /  s'in^xdx. 

On  pourrait  prendre  comme  variable  tangj;,  mais  le  calcul 
serait  assez  compliqué,  car  on  aurait,  au  dénominateur  de  la  frac- 
tion rationnelle  en  i,  le  facteur  (i -t- ^^)'.  H  vaut  mieux  intégrer 
par  parties  : 

/  s'in''xdx=   j  s'ia^x(sinx dx) 

=  —  sin'jTcosa? -f-      j  ^s'in^xcos^xdx 

=  —  sin'arcosa?  -h  3  /  sin^x  dx  —  3  /  sin^xdx. 


Donc 


4  /  sin^xdx=   3  /  s'in^xdx  —  sin'^FCOsa? 
= -•    /  (i  —  cos'zx)dx  —  sin'j? 


3  3    . 

X —  ysinaj:  —  sin'arcosr, 

"2  4 


et  finalement 


r  .  ,      ,        3  3    .  1    .  , 


\6 


Une  méthode  analogue  s'applique  à  /  sin"^ x  cos" x  dx ,  quand 

m  et  n  sont  des  entiers  positifs  pairs,  ce  qui  est  le  cas  le  plus 
difficile  :  car,  si  m  était  impair,  on  poserait  cosj:=  t;  si /^  impair, 
sinj:  =  l,  et  l'on  obtiendrait  immédiatement  l'intégrale. 

2"  Fonctions  rationnelles  de  e"*^. 
232.  L'intégrale 

OÙ  /  est  une  fonction  rationnelle,  se  ramène  à  l'intégrale  d*unc 
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difTëreDlielle  ralionoelle  de  t  par  la  substitution 
d'où 

et  par  suite 


°  m    t 


Exemple,  —  Soit  /    ^^  ^    dx\  on  pose  e^= /,  et  l'intégrale 
devient 

y^—  Y  ^/^' (J-  -*-  7i^)  =  l^S'  -^  ^'•^  tangZ  -  I  log(/*-M). 

233.  Remarque.  —  Une  fonction  rationnelle  de  sino:  et  cos«r 
est,  à  cause  des  relations 

sina:  = . =  T— : —  9 


pix^  p-ix 


««•*-+-! 


une  fonction  rationnelle  de  e^^.  On  pourra  donc  l'intégrer,  non 
seulement  par  les  méthodes  des  n°' 228-231,  mais  encore  par 
celle  du  n®  232,  en  posant  e'*=  t.  Au  cours  de  ce  calcul,  on  pro- 
filera de  toutes  les  simplifications  qui  pourront  se  présenter. 

Exemple,  —  Soit  /  cos*jcrfx;  on  a 
/  0,0%^ xdx^     -  /  {e^^ -^  e-^^ )'^ dx 

=    -77    /    2  COS  4  «^  Û^J^  -+•    4:     /    'XQ09^').X  dx  -\ ;     /  dx 

ibj  ibj  ibj 

i     .    ,  I    .  3 

— -  r-  sin4J^-i-  ■',  Sin2J"-h  -rX, 

ôl  I  o 

En  réalité,   on  n'a  fait,  par  ce  calcul,  qu'exprimer  cos*x  en 
fonction  de  cos4^'  et  cos2x,  selon  la  formule  (8)  du  u**  153. 
D'une    manière   générale,   les    formules    de   ce   numéro,    qui 
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donnent  cos'"^:  et  sin^'or,  pour  m  entier  et  positif,  en  fonction 
linéaire  de  cospx  etsin/?^:,  permettent  d^efiectuerimmédiatemeni 

les  quadratures    /  cos'"x  rfx,    /  sin'"jr  djc. 

3**  Polynômes  entiers  en  x^  e^y  e**^,  .  . .,  sina^,  cosa^r,   .... 

234.  On  remplacera  d^abord  les  sin  et  cos  par  leurs  valeurs  en 
exponentielles 

sinaa?= ; ,  cosaj^  =  y  •    .* 

Il  2 

et  Ton  sera  ramené  à  intégrer  un  polynôme  entier  en  x^  e*'-',  e^'. 
e*'-^,  6~"'^,  . . . ,  c'est-à-dire  une  somme  de  termes  de  la  forme 
xPe"^,  Tout  revient  donc  à  calculer  Tintégrale 

p  étant  un  entier  positif  et  a  quelconque.  Or  on  a ,  en  intégrant  par 
parties, 

/xPie'^'flx  )  =■-  xP—  —  ^  I  e"^xv   J  dx, 
a         aj 

En  répétant  celle  réduction,  on  ramènera  \p  à  l'intégrale  Iq  '- 

et  le  problème  sera  résolu. 

Après  le  calcul,  on  remplacera,  dans  le  résultat,  les  exponen- 
tielles imaginaires  par  leurs  valeurs  en  sin  et  cos,  de  manière  à 
n'avoir  que  des  quantités  réelles. 

Remarque,  —  Le  calcul  de  \p  peut  se  faire  d'un  seul  coup 
en  appliquant  la  formule  d'intégration  par  parties  généralisée 
du  n» 195  : 


dx. 
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Par  exemple,  en  désignant  par  P(a:)   un  polynôme  d'ordre  p 
en  jr,  faisons,  dans  la  formule  ci-dessus, 

nous  obtenons,  puisque  v^"\  dérivée  d'ordre  />  +  i  de  P(^))  est 
identiquement  nulle, 

23o.  Exemples.  —  i**  Soit  j  e^cosix  dx. 
Ecrivons  : 


a    I  -h  at        9-   I  —  2f 


e* /cos2.r -f- tsin2:r        cos2J* — tsin2r\ 
2   \  I  -h  2 1  I  —  2  t  / 


(2COS2J'-4-  .\s\n2T). 

10 


On  aurait  pu  aussi  intégrer  par  parties  : 

/  cos'xx(e'dx)  =  e-^cos'ix-h  >.  1  e^s'inix dx, 
X  f  sm9.x{e'dx)  =-^  le-^s'inix  —  i  j  e'cosÀxdx, 

et,  en  ajoutant  membre  à  membre, 

5   /  e'^co^ix dx  =  c-''(cos2J7-^  2  5in2Jr). 

2"  Soit  encore  j  x'-cosx  dx. 

Au  lieu  d'appliquer  la  méthode  générale,  on  peut  intégrer  par 
parties  : 

j  x^(cosd:dx)  =  x*s\i\x —  /  '>.x  s\nx  dx. 
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De  même 
—  2  I  x(sinx dx)  =  9.x cosx — i  j  co?>x dx  = -ixcosx — !2sînjr. 

Donc  enfin 

/  x^cosx  dx  =  ar^sina?  ■+■  axeosa:  —  asinx. 

4°  Polynômes  entiers  en  x  ci  logx,  ou  en  x  et  arcsîno:. 

236.  1°  Pour  intégrer  un  polynôme  entier  en  x  et  logj::,  c'esl- 
à-dire  la  différentielle  ^'"(log^)^rf:r,  où  m  et  /?  sont  entiers,  on 
posera 

JogiF  = /,        d'où        iT  =  e',        dx=^e^dt. 

Il  viendra 


j  x*'^(\oQX)Pdx  =   /c('«^->J' //'<//, 


intégrale  que   l'on   sait  calculer  (n**  234);    il  n'est  même    pas 
nécessaire  pour  cela  de  supposer  m  entier. 

2"  Pour  intégrer  un  polynôme  entier  en  x  et  arcsino:,  c'est- 
à-dire  la  différentielle  ;r'"(arc  s\nx)Pdx^  on  posera  de  même 

arc  sin a?  =  ^,         d*où         a;  =  sin/,         dx  =  cost  dt. 
Il  viendra 

j  x^f*(ùrcs\nx)Pdx  =   1  tP s'in'"  t  cos  t  df, 

et  l'on  sait  aussi  calculer  la  dernière  intégrale  (n**  234). 

Exemple.  —  Soit  1  (arcsinxydx. 
On  aura 

I  (arcsinxydx  =  j  t^cost  dt  =  t^s'mt  -h7.t  cost  —  isint, 

d'après  le  n«  235,  2«;  d'où 

/  (arcsinir)'<fa?  =  .r(arc  sina:)*4-  2(arc  sîna?)/i  —  x^ — 2x, 
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CHAPITRE  II. 

RÉDUCTION  D'INTÉGRALES  INDÉFINIES. 


237.    En  dehors  des  cas  qui  viennent  d'être  indiqués,   l'inté- 
grale   j  f{x)dx  ne  pourra  généralement  pas  s'exprimer  à  l'aide 

des  fonctions  élémentaires;  elle  définira  donc  une  fonction  nou- 
velle de  x^  et  ce  fait  ouvre  à  l'Analyse  un  champ  d'études  très 
étendu. 

Dans  cet  ordre  d'idées,  en  prenant  pour/(:r)  une  fonction  d'un 
type  particulier,  par  exemple  une  (onction  rationnelle  de  x  et 
de  \fax^-^bx'^-\-cX'\-dj  il  importe  d'abord  de  reconnaître 
combien  on  doit  introduire  de  fonctions  nouvelles,  pour  qu'on 
puisse,  avec  leur  aide  et  l'aide  des  fonctions  élémentaires,  expri- 
mer toutes  les  intégrales  du  type  considéré;  en  d'autres  termes,  il 
pourra  arriver  que  les  intégrales  proposées  se  réduisent  à  quelques- 
unes  d'entre  elles,  et  c'est  cette  recherche  qu'on  nomme  réduction 
des  intégrales  de  la  classe  donnée. 

On  conçoit  qu'un  pareil  problème  exige,  pour  chaque  type 
d'intégrales,  des  méthodes  particulières;  il  ne  peut  donc  être 
question  que  d'exemples.  Nous  en  donnerons  plusieurs,  en  com- 
mençant par  celui  de  la  réduction  des  intégrales  hyperelliptiques 
el  elliptiques. 


I.  -  RÉDUCTION  DES  INTÉGRALES  HYPERELLIPTIQUES. 


238.  Soit  X  un  polynôme  en  x,  de  degré  supérieur  à  deux; 
si/(x,  y/X)  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  ^X,  on  dé- 
signe sous  le  nom  àHntégrales  hyperelliptiques  les  intégrales 
du  type 

.1}  Jf{x,s/>:)dx. 
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Lorsque  X  est  un  polynôme  du  troisième  ou  du  quatrième 
degré,  l'intégrale  (i)  est  dite  elliptique  :  ce  nom  provient  de  ce 
que  Tare  d'ellipse  s'exprime  par  une  intégrale  de  la  forme  (i). 

On  peut  toujours  supposer  que  X  n'a  que  des  racines  simples: 
car  s'il  y  avait  une  racine  double,  a,  le  facteur  (.r  —  a)  sortîraîl 
du  radical;  si  a  était  racine  triple,  (x  —  a)  sortirait  aussi  du  ra- 
dical, et  il  resterait,  sous  le  radical,  le  facteur  simple  (x  —  cr)  ;  et 
ainsi  de  suite. 

239.  Si  le  polynôme  X  est  de  degré  pair  iq^  on  peut,  par 
une  substitution  rationnelle,  le  ramener  au  degré  iq  —  i- 

Soit,  en  effet,  a^  une  racine  de  X;  on  a 

/X  =  /(a;  —  ai)  (a:  —  a,). .  .(a?  —  a,y j. 
Faisons  la  substitution 


i  I 

/— »  ou  ar  — «iH — : 


on  aura 


^^-'\/l{''^-^^-^\)-'\<'^-^^<f^\) 


et  le  polynôme  en  t^  sous  le  radical,  est  d'ordre  xq  —  \.   Désî- 
gnons-lc  parT;  il  vient 

Jf{x,  /X)  dr  -.  -[/[o,  -  1,  ;  /î)  ^  =foO,  j/f  )rf/, 
ç  étant  une  fonction  rationnelle  de  t  et  de  y/T.     c.  q,  f.  d. 

240.  On  a  donc  le  droit  de  supposer  que  le  polynôme  X  est  de 
degré  impair  ay-l-i  ;  celte  hypothèse,  d'ailleurs,  n'interviendra 
pas  jusqu'à  nouvel  ordre  dans  les  calculs  suivants,  qui  s'appliquent 
aussi  bien  au  cas  où  X  est  de  degré  pair. 

241.  Première  réduction.  —  Un  polynôme  entier  quelconque 
en  X  et  en  ^/X  se  met  évidemment  sous  la  forme  M-hN^/X,  où 
.M  et  N  sont  des  polynômes  entiers  en  x]  car  toute  puissance  pnire 
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du  radical  est  un  polynôme  entier,  toute  puissance  impaire  est  le 
produit  du  radical  par  un  tel  polynôme.  Une  fonction  rationnelle 
en  X  et  ^K  étant,  d'après  sa  définition,  le  quotient  de  deux  ex- 
pressions analogues,  sera  de  la  forme 

•'^   '"     '       P-i-Qv/X 

MuItiplioDS  le  numérateur  et  le  dénominateur  du  second 
membre  par  P  —  Q  ^X  pour  rendre  le  dénominateur  rationnel  ; 
il  vient 

•^  ^^'  ^^>  -  Pi-Qtx G ' 

A,  B,  C  étant  des  poljnomes  entiers  en  x.  On  a  ainsi,  pour  l'in- 
tégrale proposée  (i), 

f/{x,  s/%)dx=j^dx  +y  5  ^  dx. 

/A 
prfx  est  celle  d'une  fonction  rationnelle  de  x^ 

qu'on  sait  calculer;  il  reste  donc  à  étudier  l'intégrale   /  ^  \fK  dx^ 

/BX 
y^dx^  OU 
G  /X 

C  et  D  étant  des  polynômes  entiers  en  x^  et  le  radical  y/X  ne  figu- 
rant qu'au  dénominateur. 

Décomposons  maintenant  en  éléments  simples  la  fraction  ra- 
tionnelle -p^  l'intégrale  (2)  se  ramènera  à  une  somme  d'intégrales 
des  deux  formes  suivantes  : 

r      dx 

'^  J  (a:--a)«v/x' 

n  désignant  un  entier  positif  quelconque.  Une  seconde  réduction 
H.  16 
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va  nous  permelire  de  ramener  les    intégrales  (3)  et    (4),  que 
nous  désignerons  par  I„  et  J;,,  à  un  nombre  fini  d'entre  elles. 

242.  Seconde  réduction.  —  Considérons  d'abord  l'intégrale 

.3,  .../..  ^. 

pour  la  réduire  nous  partirons  de  l'identilé 


(5)  (ar/Vx)'  =  />:F/-i/XH-  -xp--^= -= , 

'*       VA  yX 

OÙ /?  désigne  un  entier  posilif  ou  nul,  quelconque. 

Soit  h  le  degré  du  poljnome  X;  le  numérateur,  au  dernier 
membre  de  (5),  est  un  polynôme  de  degré  A-4-/;  — i.  oii  le 
coefficient  de  ^^■•■^~*  n'est  jamais  nul;  car  si  l'on  pose 

X  =  Aoar''-!-..., 
on  a 

~xpX'  -hpxP-^X  =  Ao(  '-/e-+-/?ja?'*-»-/'-'-^.. ., 

et  la  quantité  -  A  -j-/?  est  toujours  positive,  puisque  A  >  o  et/>^  o. 

L'identité  (5)  s'écrit,  en  ordonnant,  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  X,  le  polynôme  numérateur  du  dernier  membre, 

a,  p,  .  .  . ,  X  étant  des  constantes  dont  la  première  n'est  pas  nulle. 
Intégrons  maintenant  les  deux  membres;  il  vient 

relation  qui  donne  lh^p-\  en  fonction  des  intégrales  d'indice  infé- 
rieur, pourvu  que/>  soit  ^o. 

Faisons  successivement  /?  =  o,  i,  2,  . .  .,  dans  cette  relation; 
elle  permettra  d'exprimer  les  intégrales  Ia_i,  Ia?  Ia+h  ...  en 
fonction  de  I^-a?  Ia-s?  .  . . ,  Iq  ;  en  d'autres  termes  : 

Les  intégrales  !«  se  ramènent  à  {h — i)  d'entre  elles,  à 
savoir  lo,  Ij,  • . .,  Ia-s- 


*.'    {x  —  a 
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243.  Considérons  en  second  lieu  Fintégrale 

dx 

Nous  partirons,  pour  la  réduire,  de  l'identité 

^  L(-^~«H        ^{x~a)Py/X       ^(x--ay^^  {x--ay^^)/\     ' 

OÙ  p  désigne  un  entier  positif,  au  moins  égal  à  un.  Au  dernier 
membre  de  (6),  le  numérateur  est  un  polynôme  d'ordre  A,  <p(^), 
que  nous  pouvons  ordonner  suivant  les  puissances  croissantes 
de  X  —  a  : 

«p(a:)=Q(a)-+-(ar  — a)(p'(a)-h...-h^^j^9'^(a), 

et  il  est  à  observer  que  cp(a)  n'est  pas  nul,  à  moins  que  a  ne  soit 
une  racine  du  polynôme  X.  On  a,  en  effet, 

o{x)  =  ^  (.r  ~  a)  X'— /)X,         (p(a)  =  — />X(a). 
Si  doue  a  n'est  pas  racine  de  X,  l'identité  (6)  s'écrit 

li^  —  ^yl        (x  — a)/'-»-VS  "^  (^  — a)/'/X      *"        /X  ' 

f{x)  étant  un  polynôme  entier  en  ^,  qui  n'existe  d'ailleurs  que 
si  h  est  au  moins  égal  à  p  -j-i.  Intégrons  maintenant  les  deux 
membres  de  (7);  il  vient 

-cp(a)J,,-Hi-i-?'(a)J„^-..., 


(x  —  a)f* 


les  termes  non  écrits  renferment  des  intégrales  J,  d'indice  inférieur 
à  /?,  et  pouvant  aussi  renfermer  des  intégrales  I,  si  /?  +  i  ^  A.  Cette 
relation  permet,  puisque  'f  («)  n'est  pas  nul  et  que  p  peut  partir 
de  la  valeur  un,  d'exprimer  J2  en  fonction  de  J^  et  d'intégrales  I, 
puis  J|  en  fonction  de  J2,  J|  et  des  I,  et  ainsi  de  suite.  En  d'autres 
termes  : 

Si  a  n'est  pas  racine  du  polynôme  X,  les  intégrales  3n  se 
ramènent  à  l^ intégrale  J^^  et  aux  intégrales  1„. 


l(x--a)pj       (x-a)P\/X 
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Reste  à  discuter  la  réduction  dos  3n  lorsque  a  est  racine  de  X. 
En  ce  cas,  <p(«)  est  nul;  mais  ©'(«)  n'est  pas  nul.  Car  on  a 

?(^)=  ^{a:  ^  a)X' —  pX; 
d'où 

Or  X'(a)  n'est  pas  nul,  puisque  X  n'a  que  des  racines  simples 

(  n**  238),  et p  n'est  jamais  nul,  puisque  p  est  entier. 

L'équation  (.7)  s'écrit  alors 

{x  —  a)P\/X       (37  — «)P-VX  /X 

et,  en  intégrant, 

les  termes  non  écrits  renfermant  des  intégrales  J  d'indice  inférieur 
à/?,  et  pouvant  aussi  contenir  des  intégrales  I,  si  /?  H-  1  £  /t. 

Cette  relation,  où  l'on  donne  à  p  successivement  les  valeurs 
1,  2,  .  . .,  permet  d'exprimer  Ji,  Jj,  . . .,  en  fonction  des  inté- 
grales I;  donc, 

Si  a  est  racine  du polynomelL,  les  intégrales  Jn  se  ramènent 
aux  intégrales  I«. 

244.  Conclusions.  —  Supposons  le  degré,  A,  de  X  impair, 

A  =  2^-4-1  ; 

d'après  ce  qui  précède,  l'intégrale  / /(^,  yJX)dxse  ramène  à  des 
intégrales  connues  et  aux  intégrales  nouvelles  suivantes  : 


^'^fn'    ^'=Iw'    ""    '*-'='"-'=/ 


»/x         •    J  /x  '  '       '"-'    -"-    c/      »/x 

J,(T,  a)=  f. ^-7='\ 

J   (x — a)v'X, 


:= > 
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OÙ  a  n'est  pas  racine  du  polynôme  X.  Si  a  est  racine  de  X, 
J %  (^,  a)  se  ramène  aux  intégrales  lo?  Ij?  . . .,  127^1  • 

Donc  les  intégrales  hyperelliptiques  correspondant  à  un  pol}'^- 
nome  X,  d'ordre  sy-f-i,  introduisent  en  tout  ay-f-i  nouvelles 
fonctions;  les  iq  premières,  lo,  Ii,  .  . .,  la^-i?  sont  des  fonctions 
de  j;  seul;  la  dernière,  Jj,  est  fonction  de  x  et  d'un  paramètre  a. 

Si  X  est  de  degré  pair,  A  =  ay  -f-  2,  les  raisonnements  précé- 
dents permettent  de  réduire  l'intégrale  hyperelliptique  générale 
aux  intégrales  lo,  I<,  .  .  .,  I27  et  Jj,  en  tout  k  iq-^T,  fonctions 
nouvelles;  mais  ces  fonctions  peuvent  se  réduire  à  2gr  H-  i  d'entre 
elles  :  cela  résulte  de  ce  que,  par  la  substitution  du  n**  239,  on 
peut  abaisser  d'une  unité  le  degré  du  polynôme  X. 


II.  -  RÉDUCTION  DES  INTÉGRALES  ELLIPTIQUES. 


Gomme  on  l'a  vu  au  n°  237,  l'intégrale  hyperelliptique  est  dite 
elliptique  quand  le  polynôme  sous  le  radical  est  du  quatrième  ou 
du  troisième  ordre;  la  théorie  de  la  réduction  s'applique  à  ces  cas 
sans  modification. 


Cas  du  polynôme  du  troisième  ordre. 

245.  Si  le  polynôme  X  est  d'ordre  trois,  les  intégrales  ellip- 
tiques s'expriment,  d'après  le  n**  244,  à  l'aide  des  trois  fonctions 
nouvelles 

^  __    f  dx  -  _    Çxdx  _    Ç         dx 

Ces  trois  fonctions  se  nomment  respectivement  intégrales 
elliptiques  de  première,  de  deuxième  et  de  troisième  espèce. 
On  apprendra  à  les  calculer  dans  le  Cours  de  seconde  année. 


Cas  du  polynôme  du  quatrième  ordre, 
246.  Ce  cas  se  ramène  au  précédent  par  un  changement  de 
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variable  (n°  239);  en  raison  de  J'împorlance  pratique  de  celle 
réduction,  nous  allons  indiquer  diverses  méthodes  pour  l'eflec- 
luer. 

On  distinguera  deux  cas  :  celui  où  le  polynôme  X  est  bicarré, 
et  le  cas  général. 

247.  Polynôme  bicarré.  —  Soit  l'intégrale  elliptique  ramenée 
(n°  241)  à  la  forme 


A 


-zz-dXf 


où  X  =  mx*  4-  n  x^  -^Pt  et  où  P  et  Q  sont  des  poljnomes  en  x. 

Multiplions,  sous  le  signe   /,  les  deux  lerraes  de  la  fraction  parle 

poljnome  Q( — x);  au  dénominateur,  le  produit  Q(j?)Q(  —  ^) 
est  un  poljnome  pair  en  Xj  c'est-à-dire  un  poljnome  en  x-,  K  (x*)  ; 
au  numérateur,  dans  le  produit  P(:2?)Q( — x),  réunissons  les 
termes  de  degré  pair  et  ceux  de  degré  impair  en  x,  nous  aurons 
ainsi 

P      ,  rG(x^)-^xn(x'^)  dx 


J  0\/\  J 


Q/X  J  K(ar«)  )/,nx'*-^nx^-^  p 

G,   H,   K  étant  des   polynômes   en   x-.    Posons  X'^=-y^    d'où 

dx^=^  — ^^,  ç,\.  xdx^:=^  'dy\  \\  vient 
yy  '^ 


1 


0(y)dy 


J  Q/X  ^J  K{y)s/y(my^--^ny-^p) 

^  1  f  H  (y)  ^7 

^«/   K{y)^my^-T-  ny  -^  p 

Au  second  membre,  la  seconde  intégrale  ne  dépend  que  d'un 
radical  portant  sur  un  polynôme  du  deuxième  ordre;  on  sait  donc 
la  calculer  par  les  fonctions  élémentaires  (n®  212).  La  première 
intégrale  est  elliptique;  et  le  polynôme  sous  le  radical,  à  savoir 

y(my*-^ny-^p) 

est  du  troisième  ordre.  La  réduction  est  donc  effectuée. 

On  aurait  pu,  dans  ce  calcul,  au  lieu  de  poser  x^  =  y^  poser 

x^^=  -;  les  résultats  eussent  été  analogues. 
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2i8.  Polynôme  général.  Première  méthode.  —  C'est  celle  du 
râ**   239.  Soit  a  une  racine  du  polynôme  X;  on  aura 

X  =  (x  —  a)  (mar'-+-  nx^-h  px  -t-  q). 
-=:  dxj  on  posera 

Q(x)y/X 


ce 

^=  -         ,        

y  7* 

oe  qui  donne 


a  ;•  -4-  I  ,  dy 


V^\  =  (x  —  a  )  1  / ^ ^- 

\  X  —  OL 

=  —i^fn{.'3-y-^\ï^-^ny{7iy'\-  \)--r- py^{7.y  -^  »)-r«y7% 
d'où 

rV(T)    dx  ^_    r      \      y      J dy ^ 

J   QC-^)  ^\  ~       J   q(^±±\   ^nV(Vy^i^f~--^.~-h'qy^' 

et  l'on  est  bien  ranictié  au  cas  d'un  radical  portant  sur  un  polj- 
nomc  d'ordre  trois. 

Cette  méthode  convient  quand  a  est  une  racine  réelle  du  polj- 
nonie  X;  les  calculs  précédents  n'introduisent  alors  que  des  quan- 
lités  réelles, 

249.  Seconde  méthode.  —  Supposons  le  polynôme  X  décom- 
posé en  deux  facteurs  réels  du  second  degré,  ce  qui  est  toujours 
possible  quand  les  coefficients  de  X  sont  réels  : 

X  ={ax^-r-  ^.bx  ~{-  c){mx^-i-  inx  -hp). 

Si  les  quatre  racines  A,  [jl,  )/,  jx'  du  polynôme  X  sont  réelles, 
on  fera  en  sorte  que  les  deux  plus  grandes,  X  et  [jl,  soient  racines 
du  premier  trinôme,  ax'^  r^2bx -\-c',  si  deux  racines  sont  imagi- 
naires conjuguées,  elles  seront  nécessairement  les  racines  d'un 
même  trinôme. 
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Gela  posé,  on  va  chercher  à  effectuer  un  chan^^ement  de  variable 
ratioiiDel  et  réel,  de  manière  à  ramener  IL  à  la  forme  bicarrée. 

Distinguons  deux  cas. 

Premier  cas.  —  Si  l'on  a 

an  —  bm  =  o, 
on  écrira 

X  =  —  (aa;*H-  2b x  -f-  c)(  ax^-^  260?-!-  ^-—  ]y 
a  '\  m  / 

et  il  suffira  de  poser 

b 

x-\ —  =  y 
a      *^ 

pour  avoir 

ce  qui  est  bien  une  forme  bicarrée. 

Second  cas.  —  Si  l'on  a,  au  contraire, 

an  —  bm  ^o, 


on  posera 

(8)                    x  = 

OLV  -4-  P 

d 

où 

dx=: 

a-? 

a  et  p  étant  des 

constantes. 

II 

vient 

Choisissons  a  et  ^  de  manière  à  annuler,  sous  le  radical,  le 
coefficient  de^  dans  chacun  des  deux  facteurs  entre  crochets;  le 
polynôme  sous  le  radical  deviendra  bicarré  en  y.  On  a  ainsi 

aapH-6(a-T-P)4-c  =0, 
map  -f-/i(a-hP)-Hp  =  0, 

équations  qui  donnent  linéairement  a^  et  a -h  |3,  car  le  détermi- 
nant an  —  bm  n'est  pas  nul,  par  hypothèse.  On  en  déduira  les 
valeurs  de  a  et  |3  par  une  équation  du  second  degré  :  je  dis  que 
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ces  valeurs  seront  distinctes  (*)  et  réelles.  On  a,  en  effet, 

a        cm  —  ap  _        bp  —  en 

an  —  bm  ^       an  —  bm 

el,  pour  que  a  et  ^  soient  réels  et  distincts,  il  faut  et  il  suffit  que 
Ton  ait 

(cm  —  «/?)' — i(àp  —  cn){an  —  bm)y>  o. 

Le  premier  membre  de  cette  inégalité,  égalé  à  zéro,  exprime- 
rait que  les  deux  facteurs  en  lesquels  on  a  décomposé  le  pol}^- 
nome  X,  à  savoir 

a3^^->t-ibx  -\-  c^        mx^-^  9snx  -h  Pj 

ont  une  racine  commune.  Si  donc  X  et  [x  sont  les  racines  du  pre- 
mier trinôme,  a' et  [x'  celles  du  second,  on  aura,  d'après  la  théorie 
de  réiiraination, 

{cm  —  ap^)—  ^{bp  —  cn)(an  —  bm) 

=  ai;^î(X_X')(X-|ji')(lx-X')(Ht-.a'), 

identité  que  l'on  peut  aussi  vérifier  directement,  en  développant 
le  second  membre  et  remplaçant  les  sommes  et  produits  )w-|-[jl, 

XuL,  X'4-  a'  X'ul'  par  leurs  valeurs,  —  --,  -,  —  —  »   -• 
*^'  r  J      r  r  '         a     a  mm 

Or,  d'après  les  hypothèses  faites  plus  haut,  l'expression 

est  positive  :  car,  si  les  quatre  racines  X,  a,  V,  ^k'  sont  réelles, 
X  et  UL  sont,  par  hypothèse,  les  deux  plus  grandes;  si  V  et  jjl'  sont 
imaginaires  conjugués,  X  et  a  étant  réels,  les  facteurs  X  —  X' 
et  X — [x',  ainsi  que  |x  —  X',  (jl  —  jx',  sont  imaginaires  conjugués 
et  leur  produit  est  positif;  enfin  si  X  et  tx,  X'  et  [x'  sont  imagi- 
naires conjugués,  les  facteurs  X  —  X'  et  [x  —  jx',  ainsi  que  X  —  jx', 
[X  —  X',  le  sont  également,  de  sorte  que  leur  produit  est  encore 
positif. 


a  y  -^  3 
(';  Car,  pour  que  x,  c'est-à-dirc  -^ — — ^,  dépende  efreclivcmeni  de  y^  c'est- 
à-dire  pour  que  — ^- ^  ne  soit  pas  une  constante,  il  est  nécessaire  et  suffisant 

que  a  —  ?  <  o»  c'est-à-dire  que  a  et  p  soient  distincts. 
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Ainsi,  dans  tous  les  cas,  a  et  ^  seront  réels  et  distiocls;   on 
aura  dès  lors  ramené  par  la  substitution  rationnelle  et  réelle, 

X  =  — '-y  le  polynôme  sous  le  radical  à  être  bicarré,  et  l'on  a  : 


<7,  r,  </',/' étant  réels.  Par  suite,  en  remplaçant  </j7  par  sa  valeur  (8), 

Pi 


On  ramènera  ensuite  le  poljnome  bicarré  sous  le  radical  au 
troisième  ordre,  par  l^ine  des  substitutions  y^z=iz^  ou  y^=  -> 
comme  au  n°  247,  et  la  réduction  sera  eflectuée. 

250.  Remarque.  —  Dans  le  Cours  de  seconde  année,  on  trou- 
vera avantage  à  ce  que  le-  polynôme  du  troisième  degré  sous  le 
radical  ait  ses  racines  réelles. 

Or,  la  deuxième  méthode  précédente  (n**  249),  applicable  au 
polynôme  général  du  quatrième  degré,  conduit  toujours  à  un 
polynôme  du  troisième  degré  à  racines  réelles.  En  effet,  si  Ton 
pose  j^^2=^  dans  l'intégrale  (9),  et  si  Ton  opère  comme  au  n**  247, 
on  arrive  à  une  intégrale  elliptique,  où  le  polynôme  sous  le  radical 

est 

z{q  z  -r-  r){q' z  ^  r  ) 

et  a,  par  suite,  ses  trois  racines  réelles,  puisque  y,  /*,  q\  /•'  sont 
réels. 

Cette  remarque  s'applique  aussi  au  premier  cas  du  n"  249. 

Dans  le  cas  où  le  polynôme  du  quatrième  degré  est  donné 
d'abord  sous  la  forme  bicarrée  générale, 

X  =  m 37*-+-  nx^-^-p, 

on  a  vu  qu'en  posant  x''^=y  on  obtenait,  sous  le  radical,  le  poly- 
nôme du  troisième  ordre 

y{my*^  ny-^p). 
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cjui  n'a  ses  racines  réelles  que  si  la  quantité  n^ — '/\mp  est  posi- 
tive- Dans  le  cas  où  elle  est  négative,  pour  arriver  à  un  polj^nome 
du  troisième  ordre  à  racines  réelles,  il  faut  appliquer  la  méthode 
générale  du  n°  249,  en  décomposant  d'abord  m x^  -^  n x^  ~\- p  en 
deux  facteurs  réels  du  second  degré. 

EnGn,  si  Ton  donne  d'abord  sous  le  radical  un  polynôme  du 
troisième  degré  ajant  deux  racines  imaginaires  conjuguées,  on 
ramènera  ce  cas  à  celui  d'un  polynôme  général  du  quatrième  degré 

en  posant  j:  =  -  - ,  et  l'on  appliquera  ensuite  la  méthode  du  n**  249. 
Par  exemple  l'intégrale 

dx 


s 


^X^-+-  I 

deviendra,  par  ce  changement  de  variable, 


/ 


on  décomposera  ensuite  JK(y'-i-i)  en  deux  facteurs  réels  du 
second  degré,  (^^4-jk)>  {y'' — J^  +  0?  et  l'on  continuera  comme 
au  n^  249. 

Exemple,  —  Soit  l'intégrale 

r    dx 

J    ^.C*  -r-  I 

on  demande  de  la  ramener,  par  une  substitution  réelle,  à  une 
intégrale  elliptique  où  le  polynôme  sous  le  radical  soit  du  troisième 
ordre,  a  racines  réelles. 

La  substitution  x'^  =  y  ne  convient  pas,  car  elle  donnerait  sous 
le  radical  le  polynôme  jk(^^+  Oj  H"^  ^  deux  racines  imaginaires. 
Appliquons  alors  la  méthode  du  n'*249,  en  décomposant  ^*  +  i  en 
deux  facteurs  réels  du  second  degré  : 

j-'-h  I  =  (j:'h-  I)'—  ^x^  =  {x^-^x^-i-h  i)  {x- — x^J-}.-^  i). 

l^osons 

a  V  -H  ? 
X  =  - 


y- 
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et  délerminons  a  el  p  de  manière  que  le  terme  en  y  manque  dans 
les  deux  polynômes 

(a^ -+- p)«-hv^  (a^ -h  P)  (7 -h  i)-h(>^ -+- 1)=, 

Nous  trouvons  ainsi 

2  ap  -h  v/-2  (  a  -f-  p  )  -H  2  =  o, 
2aP--/2(a-4-p)-t-2  =  o, 
d'où 

a  -^  P  =  o,         «p  =  —  I  ; 

nous  prendrons  a  =  i ,  ^  =  —  i ,  ce  qui  donne 
x=^   — ,    dx= =^. 

7-f-I  (J^H-l)* 


L'intégrale  proposée  devient  alors 


posons-y  maintenant 

ou 

^  Ve- 
nons obtenons  finalement  l'intégrale  sous  la  forme  demandée 


fxn 


dz 


v/5[;5  (2-hv/2)-h  2  -/;.][- (2 -/i)-h  2 -+-/!] 

231.  Formes  normales  de  Legendre.  —  Legendre,  qui  le  pre- 
mier a  étudié  systématiquement  les  intégrales  elliptiques,  ne 
réduisait  pas  le  polynôme  X  au  troisième  degré,  mais  à  la  forme 
particulière 

qui  se  déduit,  à  un  fadeur  constant  près,  de  la  forme  bicarrée 
{çy^-^ ''){ç'y^-^  ^^')  d^ï  ^^  249,  par  le  changement  de  variable 

y  =zxi/  —  -.Le  paramètre  A*  se  nomme  alors  le  module. 
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Lia  théorie  générale  permet  de  ramener  les   intégrales  ellip- 
tiques correspondantes  aux  quatre  transcendantes  nouvelles 

/dx         Çxdx         Çx^dx         Ç         dx 

qui  doivent  (n**  244)  se  réduire  à  trois.  En  effet,  la  seconde,  par 
le  changement  de  variable  x^^=  t^  devient 


I    r <U 


et  s*ei[prime  à  l'aide  des  fonctions  élémentaires  (n""  212),  puisque 
le  polynôme  sous  le  radical  n'est  plus  que  du  second   ordre. 


Cas  du  polynôme  du  second  ordre, 

252.  Si  X  est  du  second  degré,  on  sait  calculer,  à  Taide  des 

fonctions  élémentaires  (n°  212),   les  intégrales    / /(^,  \/H)dx, 

où  y  est  rationnel.  Toutefois  les  procédés  de  réduction  des 
numéros  précédents  (241-243)  conduiront  souvent  à  des  calculs 
plus  simples  que  la  méthode  directe  d'intégration  :  ces  procédés 

permettent  en  effet  (n"  244)  de  ramener  l'intégrale  /  /(:r,  y/X)  doc 
aux  deux  intégrales 

lo=  I      .  — >  Ji  =  /    . — —  _  } 

J    yjax^~>r  ibx  -\-  c  J    (x  —  }i)^ax*-^  7.bx  -hc 

qui  ont  été  calculées,  la  première  au  n°217,  la  seconde  au  n"2i8. 


III.  —  RÉDUCTION  DES  INTÉGRALES  ABÉLIENNES  DE  GENRE  UN. 


233.  Donnons  d'abord  quelques  définitions. 

-    Intégrales  abéliennes.  -^  Soit   cp(a:,  y)  =  o  l'équation  d'une 
courbe  algébrique;  on  nomme  intégrale  abélienne  appartenant 
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à  celte  courbe  toute  intégrale  du  type 


/. 


J{T,y)dx, 


o\i/{x,y)  est  une  expression  rationnelle  en  x  et  y,  et  où^'  esi 
supposée  liée  à  x  par  l'équation  ©(^,  ^)  =  o  de  la  courbe  donnée. 

Genre.  —  On  nomme  genre  d'une  courbe  algébrique  indé- 
composable de  degré  n  la  différence  entre  le  nombre  inaxînium 
de  points  doubles  que  comporte  ce  degré,  à  savoir 

-  (n  —  I )  ( n  —  •^) 

d'après  le  n"  224,  el  le  nombre  effectif  d  des  points  doubles  de  la 
courbe.  On  a  ainsi,  p  désignant  le  genre, 

p=  ^(/i  — i)(/i  — 2)  -d. 

Si  la  courbe  a  un  point  triple  à  tangentes  distinctes,  ce  point 
est  équivalent  à  trois  points  doubles^  et,  en  général,  un  point 
multiple  d'ordre  A,  à  tangentes  distinctes,  équivaut  à  -  /i(/i  —  i) 
points  doubles. 

Les  courbes  de  genre  zéro  sont  unicursales  et  réciproquement 
(n°*  224-226);  et  l'on  peut  dire  (n*>  221)  que  toute  intégrale  abé- 
lienne  appartenant  à  une  courbe  de  genre  zéro  est  réductible  aux 
fonctions  élémentaires. 

Correspondance  univoque.  —  On  dit  que  deux  courbes  planes, 
cp(a:,^)  =  o,  •}($,  Tj)  =  o,  se  correspondent  d'une  manière  u/ii- 
voque,  ou  point  par  point,  quand  on  peut,  à  tout  point  de  l'une, 
faire  correspondre  un  et  un  seul  point  de  l'autre,  et  réciproque- 
ment. 

Analytiquement,  si  x^  jk  et  Ç,  tj  désignent  les  coordonnées  de 
deux  points  correspondants,  il  faudra  évidemment  que  \  et  r, 
s'expriment  rationnellement  en  x  tiy  : 

(0  $  =  F(a:,^),        i^^Q(x,y), 

F  et  G  étant  des  fonctions  rationnelles.  Inversement,  si  Ç  et  r^  vé- 
rifient la  relation  i})(Ç,  v^)  ==  o,  les  deux  équations  (i),  jointes  à 
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?  (.^,  y)  =  o,  ont,  en  x  et  j-,  une,  et  une  seule,  solution  commune, 
puisqu^à  un  point  $,  r^  ne  répond  qu'un  point  x^y.  D'après  la 
théorie  de  l'élimination,  les  valeurs  x  ely^  correspondant  à  cette 
solution,  s'exprimeront  rationnellement  en  fonction  des  coefli- 
cîenls  qui  figurent  dans  <p  et  dans  les  équations  (i),  c'est-à-dire 
de  Ç  et  de  7^;  de  sorte  que  Ton  a 

4>  el  6  étant  rationnels  en  Ç,  r,.  Les  équations  (i)  et  (2)  sont 
celles  qui  établissent  la  correspondance  univoque  entre  les  deux 
courbes  proposées. 

Lemme.  —  Si  deux  courbes  se  correspondent  point  par 
point,  toute  intégrale  abélienne  appartenant  ù  l'une  est  trans- 
formable  en  une  intégrale  abélienne  appartenant  à  Vautre, 

Soit,  en  effet,  l'intégrale  abélienne 

(3)  ff{hr,)d\, 

appartenant  à  la  courbe  A(Ç,  Tj)  =  o;  si  Ton  y  fait  la  transforma- 
tion rationnelle  donnée  par  les  formules  (1),  à  savoir 

,a?  el^  seront  liés  par  l'équalion  cp(jr,  j/-)  =  o,  puisque,  par  hypo- 
thèse, quand  le  point  $,  7|  décrit  la  courbe  tj;  =  o,  le  point  corres- 
pondant x^  y  décrit  la  courbe  0  =  0,  et  réciproquement.  On  a, 
d'ailleurs, 

,.       dY   .         d?   ,  do    ,         09    , 

^        dx  ày    -^^  dx  Oy    -^ 

d'où,  en  éliminant  dy^ 

,  -  ^                                        ,y       àx  ây       dy  dx  , 
(5)  rf$= ^^-^ dx, 

et  l'intégrale  (3),  si  l'on  j  remplace  Ç,  r,  etrfÇ  parleurs  valears(4) 
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et  (5)  en  x,  y  et  dx^  prend  la  forme 


j  gi^,y)dx, 


ir  étant  rationnel  en  x  et^,  et  x,  y  étant  liées  par  ©(a:,  j^)  =  o. 

C.    Q.     F.     D. 

Cela  posé,  nous  allons  indiquer  comment  on  peut  réduire  les 
intégrales  abéliennes  de  genre  un,  c'est-à-dire  appartenant  à 
une  courbe  de  genre  un. 

254.  Cubique  plane.  —  Supposons  d'abord  que  la  courbe  de 
genre  un  soit  une  cubique  plane,  c'est-à-dire  une  courbe  du 
troisième  ordre  sans  point  double;  le  genre  d'une  telle  courbe  est 

bien  p  =  -  2 .  i  i=  i . 

En  transportant  l'origine  en  un  point  de  la  cubique^  Téqualion 
de  celle-ci  s'écrit 

Aa:'  -H  ^x'^y  -h  Cy^x  -+-  Dy^  -+-  ax^  -h  bxy  -^  cy*  -f-  aa-  -h  ^y  =  o; 

coupons-la  par  une  sécante,  j^  =  tx^  issue  de  l'origine.  Il  vienl, 
en  éliminant jK  et  supprimant  le  facteurs, 

x^i\H-Bt-hCt^-^Dt^)-hx(a-hbt'{'Ct^)-ha-h^t  =  o, 
d'où,  en  résolvant  par  rapport  à  x  cette  équation  du  second  degré, 

(6)  ar  =  fonction  rationnelle  de  t  et  de  y/T, 

T  désignant  le  polynôme  du  quatrième  ordre  en  t  sous  le  radical. 
Par  suite  aussi, 

(7)  y  =z  tx  ^  fonction  rationnelle  de  t  et  de  /T. 
De  même  enfin,  en  difl'érentiant  l'expression  de  x^ 

(8)  dx  =  dt  -x  fonction  rationnelle  de  t  et  de  /T. 

On  a  ainsi  exprimé  les  coordonnées  d'un  point  de  la  cubique 
en  fonction  irrationnelle  d'un  paramètre  t. 

Soit  maintenant  une  intégrale  abélienne  quelconque 


J  f{^,y)dx, 
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appartenant  à  la  cubique;  remplaçons-y  x^  y  et  dx  par  leurs  va- 
leurs (6),  (7)  et  (8)  en  fonction  de  f,  \/T  et  dt\  celte  intégrale 
prendra  la  forme 


S' 


g-  élant  rationnel  en  t  et  ^T  :   c'est  là   une   intégrale  elliptique, 
puisque  le  polynôme  T  est  d'ordre  quatre;  donc  : 

Toute  intégrale  abélienne  appartenant  à  une  cubique  de 
genre  un  est  réductible  à  une  intégrale  elliptique. 

2oo.  Courbe  générale  de  genre  un.  —  Soit  une  courbe  quel- 
conque de  genre  un^  ©(^,  JK)  =  o,  de  degré  n.  Par  hypothèse, 
ses  points  doubles  sont  au  nombre  de 

I(n  — i)(/i  — a)  — i; 

considérons  maintenant  les  courbes  d'ordre  n  —  a,  C«  a,  adjointes 
à  la  proposée,  c'est-à-dire  passant  par  les  points  doubles;  leur 
équation  générale  renferme,  sous  forme  linéaire  et  homogène,  un 
nombre  de  coefficients  égal  à 

-(n  —  i)n  —  I  -(/i  —  i)(/i  —  2)  —  I   ,     c'est-à-dire  à  n, 

puisque  l'équation  générale  des  courbes  d'ordre  n  —  2  dépend 

de  -  (/i  —  \)n  coefficients. 

Celles  des  courbes  adjointes  C„_2  qui  passent  par  n  —  3  points 
simples,  choisis  arbitrairement  sur  la  proposée,  auront  donc, 
dans  leur  équation  générale,  n  — (/i  —  3),  c'est-à-dire  trois  coef- 
ficients, et  cette  équation  sera,  dès  lors,  du  type 

{9)  ^i/i(^,  y)  -H  ^î/î(^,  y)  +  ^iM^y  y)  =  o. 

D'ailleurs,  chacune  des  courbes  (9)  coupera  la  proposée 
cp(a;,^)  =  o  en  trois  points  mobiles;  car  le  nombre  total  des 
points  d'intersection  d'une  courbe  (9)  et  de  la  proposée  étant 
(n  —  2)/i,   et  le   nombre    des  intersections  fixes  élant  :    1®  de 

2    -{n  —  i)(/i  —  2)  —  1     pour  les  points  doubles;  2®  de  (n  —  3) 

H.  17 
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pour  les  points  simples  choisis,  il  reste,  pour  le  nombre  des  points 
mobiles  communs, 


n  —  2)n  —  2    -(/i  — i)(n  — a)—  i     —  (/i  — 3),    c'est-à-dire  3. 


Maintenant,  à  tout  point  :r,  y  de  la  proposée  <p(a:,  j^)  =  o, 
faisons  correspondre  le  point  de  coordonnées  $,  tj,  définies  par 

le  lieu  de  ce  point  Ç,  ri,  lorsque  x,j^  décrit  la  courbe  0(5:,^)  =  o, 
sera  une  courbe  K,  que  je  dis  correspondre  point  par  point  à  la 
proposée. 

En  effet,  d'après  (10),  à  un  point  x,  y  ne  correspond  qu'un 
seul  point  Ç,  t^;  inversement,  il  faut  prouver  qu'à  tout  point  ç,  r, 
ne  répond  qu'un  point  x,  y  de  la  proposée.  Supposons  qu'il  en 
soit  autrement,  c'est-à-dire  qu'aux  valeurs  $o>  ^0  puissent  répondre 
au  moins  deux  points  x^  y^  de  coordonnées  a,  b  et  a',  6';  on  au- 
rait alors 

/i  /i  J\  J\ 

d'où 

A(a\b')  ^  Ma\b')  ^  Ma',  b') 
/i(«,  6)         A{ci,b)         Ma,b)' 

Ces  relations  montrent  que  loutes  les  courbes  (9)  qui  passent 
par  le  point  a,  b  de  la  proposée  passeraient  aussi  par  le  point  a',  b'] 
elles  ne  couperaient  donc  la  proposée  qu'en  3  —  2,  c'est-à-dire  en 
un  seul  point  mobile,  et,  comme  leur  équation  renferme  encore 
un  paramètre  linéaire,  les  coordonnées  du  point  mobile  s'expri- 
meraient en  fonction  rationnelle  de  ce  paramètre;  en  d'autres 
termes,  les  coordonnées  d'un  point  de  la  proposée  seraient  des 
fonctions  rationnelles  d'une  variable,  c'est-à-dire  que  la  proposée 
serait  unicursale,  ou  de  genre  zéro,  contrairement  à  l'hypothèse. 

Donc  enfin,  la  proposée  et  la  courbe  K  se  correspondent  point 
par  point.  c.  q.  f.  d. 

Je  dis  maintenant  que  la  courbe  K  est  du  troisième  ordre.  Cou- 
pons-la, en  effet,  par  une  droite  quelconque  X|  -}-)w2Ç  -i-XjTj  =0; 
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à  chacun  des  points  $,  vj,  communs  à  la  droile  et  à  la  courbe  K, 
répond  un  (et  un  seul)  point  ^,  y,  commun  à  la  proposée  et  à  la 
courbe 

dont  Téquation  a  été  obtenue  en  remplaçant  S  et  y;  par  leurs  va- 
leurs (lo)  dans  Téquation  de  la  droite.  Le  nombre  des  points 
mobiles  communs  à  la  courbe  K  et  à  la  droite  arbitraire  consi- 
dérée, c'est-à-dire  le  degré  de  K,  est  donc  égal  au  nombre  des 
points  mobiles  x,  y  communs  à  la  courbe  (i  i)  et  à  la  proposée, 
c'est-à-dire  à  trois,  puisque  les  courbes  (ii)  coïncident  avec  les 
courbes  (9).  c.  q.  f.  d. 

Dès  lors,  K  étant  d'ordre  trois  et  correspondant  point  par  point 
à  la  proposée,  il  résulte  du  Lemme  du  n'*  2o3  que  : 

Toute  intégrale  abé tienne  appartenant  à  une  courbe  de 
genre  un  est  réductible  à  une  intégrale  abélienne  relative  à 
une  cubique;  et,  par  suite  (n°  254),  à  une  intégrale  elliptique, 

La  courbe  de  genre  un  correspondant  point  par  point  à  une 
cubique,  il  résulte  aussi  du  n*'  254  que  : 

Les  coordonnées  dUm  point  d'une  courbe  de  genre  un 
peuvent  i' exprimer  rationnellement  en  fonction  d^un  para- 
mètre t,  et  d^un  radical  y/T,  portant  sur  un  polynôme  du  qua- 
trième degré  en  t. 

Exemple.  —  Soit  la  courbe  du  quatrième  ordre 
(12)  (a:'-i- j'«)*=  /  —  ax, 

qui  admet  pourpoints  doubles  (de  rebroussement)  les  deux  points 
circulaires  à  l'infini,  et  qui  est,  dès  lors,  de  genre  un.  Propo- 
sons-nous d'exprimer  les  coordonnées,  x  et  y,  d'un  de  ses  points 
en  fonction  de  t  et  de  y/T.  A  cet  effet,  considérons  les  courbes 
adjointes  d'ordre  n  —  a  :  ce  sont  des  circonférences  quelconques; 
prenons  celles  qui  passent  par  n  —  3  points  simples  delà  pro- 
posée, par  exemple,  puisqu'ici  n  —  3  :=i,  celles  qui  passent  par 
l'origine.  Leur  équation  générale  est 

(i3)  ^\{^^-^y^)  -t-  ^1^  -^  ^sr  =  o. 


26o  DEUXIÈME  PARTIE.   —  PRINCIPES  DU  CALCUL  INTÉGRAL. 

Posons,  suivant  la  théorie  générale, 

3C  Y 

équations  d'où  l'on  tire,  sans  même  recourir  à  la  relation  (12), 

Portons  ces  valeurs  dans  (12);  nous  obtenons  Téquation  de  la 
cubique  décrite  par  le  point  $,  t^  : 

(16)  (T,j-.a{)(Çi+^«)  =  ,. 

Pour  exprimer  ÇetYi  en  fonction  d'un  paramètre  /,  nous  devons 
couper  la  cubique  par  une  sécante  issue  d'un  point  fixe  de  cette 
courbe,  par  exemple  par  une  parallèle  à  l'asymptote  réelle  : 

(17)  T,  — aS  =  r 

Portant  dans  (16)  la  valeur  de  r\  tirée  de  (17),  nous  trouvons 
l'équation  en  \ 

Ç«/(i-i-a*)-l-2a^»$ -+-  <»  — 1  =  o; 
d'ofi 

__  —  <7<«  H-  ^// (  I  -4-  aM  —"7^  _  <«-4-av//(iH-  q«)  —  t^ 

^  "  t{\-^a'^)  '  ^  ""  ^(i-ha*) 

Substituons  ces  valeurs  dans  (1  5),  en  observant  que,  d'après  (i  6) 
et  (17),  Ç2_^ysi__  .  nous  obtenons  finalement  les  expressions 
demandées  de  ^  et  j^  : 


IV.  -  RÉDUCTION  DES  INTÉGRALES    Ç e^'\^,dx. 


256.  Si  P  et  Q  sont  deux  polynômes  en  x^  l'intégrale 


'-<■''' d. 
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se   ramène,  par  la  décomposition  de  fw~  en  éléments  simples,  à 
une  somme  dMntégrales  des  deux  types 

(ig)  /  xPe'^^dXj 

/gmx 
dx  =  J„. 
{x  —  a)P  ^ 

On  calcule  les  intégrales  du  type  (19)  à  l'aide  des  fonctions  élé- 
men  taires  (n''  234)  ;  celles  du  type  (20)  donnent  lieu  aux  remarques 
suivantes. 

Appliquons  à  (20)  la  formule  d'intégration  par  parties,  en  regar- 
dant , comme  la  dérivée  de ■; r — ::  il  vient 

(x^a)P  />  — i  (x^a)P-^* 

/e'n^        ,                  I                 r                     m        C        e^^ 
—    dx  = r r    H /     7 — :    CWT, 
{x~a)P                 p—\{x  —  a)P-^        p—iJ{x  —  a)P~^       ' 

ce  qui   ramène  3p  à  3p_i.  On  réduit  ainsi  3p^  J/7-0  . .  . ,  J2  à  la 
seule  intégrale  J|, 

J  x  —  a 

qu'on  peut  elle-même  simplifier  par  le  changement  de  variable 

m(x  —  a)  =  t,  . 
qui  donne 

On  ramène  ainsi  toutes  les  intégrales  du  type  (20)  et,  par 
suite,  celle  du  type  général  (18),  à  des  fonctions  élémentaires  et  à 

l'intégrale   /  yrf^,  qui  constitue  une  transcendante  nouvelle. 

Si  l'on  pose  e^=  z,  elle  devient 


r  dz 

J  log^' 


d'où  son  nom  de  logarithme  intégral. 
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CHAPITRE  m. 

INTÉGRALES  DÉFINIES/ 


I.  -  DÉFINITION  ET  PROPRIÉTÉS  DE  L'INTÉGRALE  DÉFINIE. 


257.  Nous  avons  annoncé,  au  n°  193,  que,  sî  f{x)  est  une 
fonclion  continue  entre  x  =  a  et  x  =  b,  il  existe  une  fonction 
V(x)  ayant  pour  dérivée /(a:)  pour  les  valeurs  de  x  comprises 
dans  cel  intervalle  :  c'est  le  théorème  que  nous  allons  maintenant 
établir  en  introduisant  la  notion  nouvelle  d'intégrale  définie. 

Pour  les  anciens  analystes,  la  proposition  était  évidente. 

Qu'on  construise,  en  effet,  la  courbe  y=/(x),  et  qu'on  dé- 
signe par  F  (x)  l'aire  comprise  entre  la  courbe,  l'axe  des  x^  l'or- 
donnée fixe  d'abscisse  a  est  l'ordonnée  mobile  d'abscisse  x;  je 
dis  que  F  (x)  aura  pour  dérivée /(a:).  En  effet,  si  l'on  donne  à  x 
l'accroissement  A^,  l'accroissement  AF,  de  Taire,  sera  le  trapèze 

Fig.  6i. 


P    ^JCi    p 


3^Ay 


curviligne  PMM'P'  {Jig-  6i),  dont  Taire,  comprise  entre  Taire 
y^x  du  rectangle  PM/n'P'  et  Taire  {y -^  ày)  ^x  du  rectangle 
PmM'P',  a  pour  expression  (y  -\-^  \y)  \x,  9  élant  compris  entre 
o  et  f .  On  a  donc 

AF  ={y-hQ  ^y)^3P, 

af 
et  cette  relation  montre  que  la  limite  du  rapport  —  ,  c'est-à-dire 

la  dérivée  de  F(a:),  est  égale  à  y^  ou  f(x). 

Mais  cette  démonstration,  dont  l'importance  historique  a  été 
très  grande,  est  loin  d'être  satisfaisante  :  i°  parce  qu'on  y  regarde 
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comme  acquise  la  notion  d*aire,  qui  n'est  pas  une  notion  pre- 
mière; 2^  parce  que,  en  faisant  usage  d'un  tracé  géométrique,  on 
suppose  par  là  même  que  la  courbe^  =  y(^)  satisfait  à  certaines 
conditions  (continuité,  entre  autres)  qui  ne  sont  pas  définies  d'une 
manière  précise  et  qui  ne  joueot  pas  un  rôle  explicite  dans  le 
raisonnement.  Il  est  donc  indispensable  de  donner  une  démon- 
stration purement  algébrique. 

258.  Rappelons  d'abord  une  propriété  établie  au  n°  11  : 

Une  fonction  f{x)  continue  dans  un  intervalle  fini  ab, 
extrémités  comprises,  est  uniformément  continue  entre  a  et  6, 
c'est-à-dire  qu'étant  donné  e  aussi  petit  qu'on  veut,  on  peut  assi- 
gner un  nombre  y)  (module  de  continuité  uniforme),  fonction  de 
e  seul,  tel  que  l'on  ait 

mod[/(ar,)  — /(a?)]  <  e, 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  Xt  comprises  entre  a  et  6,  et  dont 
la  différence  est,  en  valeur  absolue,  inférieure  à  r^. 

2o9.  Notion  de  l'intégrale  définie.  —  Soit  une  fonction  /(^), 
continue  dans  l'intervalle  ab  et  aux  extrémités  de  cet  intervalle; 
a  et  b  désignent  des  nombres  finis,  et  a  est  supposé  inférieur  à  b. 

Sur  Taxe  des  x  marquons,  à  partir  de  l'origine  O,  les  points 

Fig.  63. 


d'abscisses  entières,  ^  =  ...  —  3,  — 2,  — i?  o,  i,  a,  3,  ...; 
subdivisons  ensuite  chacun  des  intervalles  en  deux  autres  égaux, 
et  ainsi  de  suite. 

A  un  instant  quelconque  de  cette  opération,  désignons  par 
jCi,  X2j  ...,  Xn^  x„^i,  ...,  Xp  les  points  de  division  compris 
entre  a  et  6,  en  allant  de  a  vers  b;  soient  mo  le  minimum 
de  f{x)  entre  a  et  o^i,  c'est-à-dire,  plus  exactement,  la  plus 
petite  valeur  de  f{x)  entre  x  =  a  et  x  =  Xi',  ,  ,  ,\  m,i  son 
minimum  entre  Xn  et  Xn^x  ;  • . .  î  i^p^  entre  Xp  et  è. 

Considérons  la  somme 
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Je  dis  qu'elle  tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée  quand  le 
nombre  des  points  de  division  augmente  indéfiniment  suivant  la 
loi  indiquée  ci-dessus. 

En  effet,  puisque  a  <  6,  toutes  les  différences  x„^^  —  J^n  sont 
positives;  si  donc  M  désigne  le  maximum  de  f{x)  entre  a  et  A, 
il  est  clair  que  j'augmente  S  en  remplaçant  tous  les  m  par  M,  de 
sorte  que 

S  <CM{xi-^  a  -^  Xt  —  Xi-\- ,..-{-  Xn+i  —  Xn-h . ..+  b  —  Xp), 

c'est-à-dire 

S<M(6--a). 

Les  sommes  S  restent  donc  inférieures  à  un  nombre  fini, 
M(6  —  a);  pour  prouver  qu'elles  ont  une  limite  il  suffira  d'établir 
qu'elles  vont  sans  cesse  en  croissant,  ou  du  moins  ne  décroissent 
jamais. 

Passons,  en  effet,  d'une  division  à  la  suivante  :  l'intervalle 
^/i^/i+i  se  trouve  subdivisé  en  deux  autres;  et  si  Ç^  est  son 
point  milieu,  à  l'intervalle  :r„:r«^i  correspondent,  dans  la  nouvelle 
somme  S',  les  deux  termes 

[JL  et  [Ji'  désignant  respectivement  les  minima  de  /(x)  entre  x„  et  l„  ; 
Ç„  eiXn^i'  Comme  m„  est  le  minimum  entre  Xn  eta:,i^.i,  un  des 
nombres  |jl,  [jl'  est  égal  à  m/,,  l'autre  lui  est  supérieur  ou  au  moins 
égal;  les  deux  termes  |Jt.($« —  ^a/)-4-  (J'-'(^n+«  —  5»)  ^^*  donc  une 
somme  supérieure  ou  au  moins  égale  à  m;i(x„^i  —  x„),  c'est- 
à-dire  au  terme  correspondant  de  S.  Le  même  raisonnement  s'ap- 
pliquant  à  tous  les  termes  de  S,  y  compris  les  deux  extrêmes,  on 
voit  que  la  nouvelle  somme  S'  est  supérieure  ou  au  moins  égale 
à  S,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

La  limite  des  sommes  S,  limite  dont  l'existence  est  ainsi  éta- 
blie, se  nomme  l'intégrale  définie  de  f{x)  entre  a  et  6,  et  se 
représente  par  le  symbole  sommatoire 


X 


b 

f{x)dx, 


qui  rappelle  son  origine. 

On  suppose  essentiellement,  jusqu'à  nouvel  ordre,  a  <b. 


CHAPITRE   III.   —   INTÉGRALES   DEFINIES.  265 

260.  Corollaires.  —  i°  Soit  c  une  quantité  comprise  entre 
a  et  6  ;  je  dis  que 

(I)  f  /(x)dx=  f  f{x)dx-h  f  /(x)dx. 

*^a  ^'a  ^c 

En  effet,  à  un  instant  quelconque  de  la  division  de  Taxe  des^, 
désignons  par  X\^  x^^  ...,  Xq  les  points  de  division  compris 
entre  a  et  c]  par  ^r^+i,  . . .,  Xp  ceux  compris  entre  c  et  b.  Les 
sommes  dont  les  limites  définissent  respectivement  les  trois  inté- 
grales de  la  formule  (i)  sont,  à  l'instant  considéré, 

S    =  mo{xt—  a)-f-. .  .-h  mq{xç^i  —  Xq)-h.. .-+-  mp{b  —  Xp), 

Si  =  /no(a-i— a)-H...-h  m!q{c  ^  Xq), 

Sj  =  mq{xq^x—c)    -{-.,.-{'  m  p{b—-  Xp); 

'^qt    ^qt   ^q  étant  respectivement  les  minima    de  /{x)   entre 
Xç  et  Xq^^,  Xq  ct  C,  C  ct  Xq^i ,  On  en  tire 

S  —  Si—  S,  =  mq(Xq^x—  Xq)—  m\j{c  —  Xq)—  m''q(Xq^x—  c)\ 

d'où,  si  Mo  est  le  maximum  du  module  de  f{x)  entre  a  et  6, 

mod[S— (SiH-Si)]<  }lU{Xq^i  —  .Tq->r  c  —  Xq-\-  Xq^x—  c), 

c'est-à-dire 

<  '2  Mo (0:^+1  —  3^7); 

et,  comme  Xq^^  —  Xq  d,  pour  limite  zéro,  il  en  est  de  même  de 
S  — (S,  -h  S2),  ce  qui  établit  la  formule  (i). 
De  même,  en  supposant 

a<c<d<e<,,.<l<b, 
on  a 


•/a  Ja  *-'<•  ^d  ,  ^l 


7?  Si  M  est  le  maximum  et  m  le  minimum  de/(x)  entre  a  et  6, 
on  augmente  la  somme  S  en  remplaçant  les  m„  par  M,  et  on  la 
diminue  en  les  remplaçant  par  m;  donc,  en  passant  à  la  limite, 

m{b  —  a)%  f  /(x)dxèM{b  —  a)        (a<b), 
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ce  qu'on  écrit 

a 

u  étant  intermédiaire  entre  m  et  M. 

Comme  d'ailleurs  /(x)  est  continue,  elle  prend,  entre  ^  =  rt 
et  x  =  bj  la  valeur  a,  qui  est  comprise  entre  son  maximum  et  son 
minimum  (n**  8),  de  sorte  que 

f  /(x)dx  =  (b-a)f(ti), 

^  étant  une  valeur  comprise  entre  a  et  6. 

261 .  Définition  plus  générale  de  Tintégrale  définie.  —  Suppo- 
sons toujours  a<ib\  sur  l'axe  des  x  marquons  arbitrairement, 
entre  a  et  6,  et  en  allant  de  a  vers  ft,  des  points  x^^  x^-,  ...,  Xp] 
et,  dans  chaque  intervalle  :r«^rt+i,  prenons  un  point  arfti^raiVe  î«. 

Considérons  la  somme 

Si  l'on  multiplie  le  nombre  des  points  de  division  suivant  une 
loi  quelconque,    de   manière   que   tous   les  intervalles  XaX„^i 

tendent  vers  zéro,  je  dis  que  0- a  pour  limite  l'intégrale   /    f[x)(lx, 

définie  tout  à  l'heure. 

Comparons  en  effet  a-  à  l'intégrale  :  celle-ci  peut  s'écrire 
<n«260,  lo) 

'      f{x)dxr^    I        -^    f        -+-...H-    /  -H. ..-4-    /      , 

de  sorte  que 

^-  ^    f{x)dx^'LYXn^^-Xn)f{\n^-  j    "'/(^)^^  h 

Or,  d'après  le  n^  260,  2°, 

I         f{x)dx  =  (ar;,-»-!  — ar„)/(C«), 
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^n  étant  compris  entre  a;„^i  et  a:„;  de  sorte  que 

Mais  la  fonction  y(^)  est  continue,  et  par  suite  uniformément 
continue  entre  a  et  b]  elle  a  donc,  dans  cet  intervalle,  et  pour  un 
nombre  donné  e,  un  module  de  continuité  uniforme  'f[(i).  Comme 
d'ailleurs  chacune  des  subdivisions  XnX„^i  tend  vers  zéro,  il 
arrivera  un  moment  où  toutes  ces  subdivisions  seront  inférieures 
à  'vi(e)  :  alors,  en  vertu  de  la  définition  même  de  la  continuité 
uniforme,  toutes  les  quantités /(Ç„) — f{^n)  seront  inférieures  à  e, 
en  valeur  absolue,  puisque  i«  et  Ç„  sont  compris  tous  deux  dans 
un  intervalle,  Xn^n^u  inférieur  à  'n(e). 

On  aura  donc 

mod  I  j  —   /    /(x)  dxl<itI.(xH-^-t  —  x,,)^       c'est-à-dire       <*(^  —  «), 
ce  qui  prouve  bien  que  a-  a  pour  limite  l'intégrale 


f 


/(x)  dx.  C.   0-   F.   D. 


262.  Extension.  —  Tout  ce  qui  précède  suppose  a<^b;  pour 
a>b^  on  défînft  l'intégrale    /    f[x)dx  par  la  relation 

f  f{x)dx  =  ^  f  f(x)dx, 

et  l'on  en  déduit  que  /  f{x)dx  est,  quel  que  soit  l'ordre  de 
grandeur  de  a  et  de  6,  la  limite  de  la  somme 

(2)  ^{Xn^x-Xn)f{U)^ 

OÙ  ^1,  x^i  ...,  Xn-,  ^/i+i,  •••  sont  des  points  de  division  arbitraires 
entre  a  et  6,  écrits  dans  l'ordre  où  on  les  rencontre  en  allant 
de  a  vers  6.  Car  si  a  <  t,  c'est  Ténoncé  du  théorème  précédent; 

si  a  >  6,  l'intégrale    /      est,  d'après  ce  même  théorème,  la  limite 

Jb 
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de  l{xn — ^/f+i)/(i/î)î  et  par  suite   /    est  la  limite  de  la  somme  (>}. 
qui  est  égale  et  de  signe  contraire  à  la  précédente. 

263.  Corollaire  I.  —  On  a,  quel  que  soit  l'ordre  de  grandeur 
de  a,  b,  c, 

Car  si  a<ic<ib^  la  proposition   a  été  établie  au  n<*  260;  s! 
l'ordre  de  grandeur  est  autre,  par  exemple  si  a  <  i  *<  <^5  on  a 

C.   Q.    F.    D. 

Corollaire  II.  —  On  a  de  même,  en  désignant  par/w  le  minimum 
et  M  le  maximum  de  fi^x^  entre  a  et  6, 

m(b-a)Ç        /(x)dxiM{b--a), 

lorsque  a<b  (n"  260,  a"). 

Au  contraire,  si  a^b^  en  écrivant  les  mêmes  inégalités  pour 

/     et  en  changeant  les  signes,  on  a 

m{b-a)\:  f  /(57)^>  M(6  -  a), 

lorsque  a"^  b. 

Mais,  dans  tous  les  cas,  l'intégrale  est  comprise  entre  M(6  — ^) 
et  m{b  —  a),  de  sorte  que 


/    f{x)dx=  jx(6  — fl), 


|ji  étant  intermédiaire  entre  /n  et  M;  c'est  ce  qu'on  nomme  le 
Théorème  de  la  moyenne. 
On  peut  écrire  aussi,  puisque  la  fonction  continue /(;r)  alteintî 
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entre  a  et  6,  la  valeur  [ji  (n°  8), 


S 


€  étant  intermédiaire  entre  a  et  b. 

Corollaire  III.  —  Si,  entre  a  et  6,  on  a 

on  en  déduit,  en  supposant  a  <  6,  et  par  suite  Xnjf.^  —  Xn  >  o, 

d'où,  en  faisant  la  somme  et  passant  à  la  limite, 

f  ^{x)dx<  f  /{x)dx<  f  ^{x)dx        (a</>). 

•/a  Ja  ^a 

Si  a  >►  6  les  inégalités  seraient  renversées. 

Corollaire  IV.  —  L'intégrale  d'une  fonction  impaire  /(x), 
entre  deux  limites  égales  et  de  signes  contraires,  est  nulle. 

En  effet,  les  deux  éléments /(a:)  rf^  et/( — x)dx  se  détruisent, 
puisque  /( —  x)  =  — f{x). 

Au  contraire,  %\f{x)  est  une  fonction /?ai>e,  les  deux  éléments 
s'ajoutent,  et  Ton  a 


/       f{x)dx  =  i  /    f{x)dx, 

J—  a  «0 


264.  Remarque.  —  Il  est  indispensable  d'observer  que  l'exis- 
tence de  l'intégrale  définie  n'est  établie  qu'à  deux  conditions;  il 
faut  : 

1°  Que  la  fonction /(x)  soit  continue  dans  le  champ  d'intégra- 
tion, c'est-à-dire  de  a  à  6,  et  aussi  pour  a:  =  a,  x  =  6. 

2**  Qu'aucune  des  limites  a  et  6  de  l'intégrale  ne  soit  infinie; 
car  on  a  essentiellement  supposé  que  M(6  —  a)  était  fini  et  que 
t{b  —  a)  avait  zéro  pour  limite  quand  e  tendait  vers  zéro.  Déplus, 
la  continuité  uniforme,  sur  laquelle  on  s'est  appuyé  au  n^26i, 
n'existe  sûrement  que  dans  un  intervalle  fini  (n°  il). 
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Si  donc  on  veut  étendre  la  notion  d'intégrale  définie  au  cas 
d'une  fonction  non  continue  ou  au  cas  d'un  champ  infini,  une 
étude  nouvelle  sera  nécessaire. 

265.  L'intégrale  comme  fonction  de  ses  limites.  —  Consi- 
dérons un  point  quelconque,  y^  compris  entre  a  et  6;  Tintégrale 

/f{x)dx  est  une  fonction  de  j^,  soit  F()).  Je  dis  que  F(j) 
.. 

est  continue  dans  l'intervalle  ab  et  a  pour  dérivée /(y).  En  effet, 
d'après  les  corollaires  I  et  II  du  numéro  précédent,  on  a 

^{y-^h)-¥{y)=  f        f{x)dx-^  f  /(x)dx=  f        f{x)dx  =  hf(Ti). 

7j  étant  intermédiaire  entre  y  et  j^-4-A.  Or  mod/(:Er)  a  un  maximum^ 
M,  quand  x  reste  dans  l'intervalle  aô,  de  sorte  que  Ton  a 

mod[F{j'-h/i)  — F(7)]SM/i, 

inégalité  d'où  l'on  déduit  immédiatement  la  continuité  de  F(/). 
D'autre  part,  on  peut  écrire 

or  Tj  est  compris  entre  y  el  y  -\-  A,  et  l'on  peut  prendre  h  assez 
petit,  en  vertu  de  la  continuité  de/,  pour  qtie/(Yi)  reste  compris 
entre  f{y)  —  e  Gif(y)  -|-  e,  e  étant  aussi  petit  que  l'on  veut  :  il 
en  résulte,  en  passant  à  la  limite,  qu'on  a 

c'est-à-dire  que  la  dérivée  de  F(^)  est/(^). 

Sous  une  autre  forme  :  La  dérivée  de  V intégrale  f  f{^)^ 
par  rapport  à  la  limite  supérieure,  6,  est/{b);  la  dérivée  par 
rapport  à  la  limite  inférieure,  a,  est  — /(a),  car    T  =—  /  • 

266.  Corollaire.  —  Toute  fonction  J{y)^  continue  dans  un 
intervalle  ai,  est  la  dérivée,  dans  le  même  intervalle,  d'une  fonc- 
tion F(y),  continue  dans  cet  intervalle. 
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267.  Remarque  I.  —  L'intégrale    /    f{x)dx  est  une  fonction 

de  a,  de  6  et  des  paramètres  qui  peuvent  figurer  dans /(a:);  mais 
elle  n'est  pas  fonction  de  la  lettre  x,  par  rapport  à  laquelle  on 
efTeciue  la  sommation;  de  même,  la  somme  Sj;^,  étendue  aux 
nombres  entiers  de  n  à  N,  n'est  fonction  que  des  limites  n  et  N. 

Par  conséquent,  les  deux  expressions  /  f{x)dxtl  j  /(u)du 
désignent  une  même  quantité.  Souvent  on  rencontre  des  intégrales 
de  la  forme  /  /(x)dx  :  il  ne  faudra  pas  oublier  que  la  lettre  x 
joue  là  deux  rôles  différents,  ce  que  l'on  voit  nettement  en  écri- 
vant l'intégrale    /    f{u)du. 

Remarque  II.  —  II  résulte  du  corollaire  précédent  que  toute 
fonction  continue  a  une  fonction  primitive,  tandis  qu'elle  n'a  pas 
nécessairement  une  dérivée  (n**  12,  remarque).  Ce  fait  inattendu 
raérile  d'être  signalé. 

Remarque  III.   —    Supposons,    dans  l'intégrale     /    f{x)dx^ 

que  b  tende  vers  a.  L'intégrale,  en  vertu  du  théorème  de  la 
moyenne,  est  égale  à  (6 —  a)f{c)y  où  c  est  intermédiaire  entre 
a  et  6  :  à  la  limite, /(c)  tendant  vers  /(a),  et  {b  —  a)  vers  zéro, 
on  voit  qu'une  intégrale  dont  les  limites  sont  égales  est  nulle.  On 
aurait  pu  le  déduire  directement  de  la  déGnition  même  de  l'inté- 
grale définie. 


II.  -  CALCUL  DES  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


268.  Formule  fondamentale.  —  Supposons  trouvée  une  fonc- 
tion F(a;),  ayant  pour  dérivée  f{x)  ;  d'après  le  théorème  du  n®  265, 
les  deux  fonctions  de  b 

F(6)     et      f  f{x)dx, 
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ont  même  dérivée;  elles  ne  diffèrent  donc  que  d'une  constante, 
en  sorte  que 


/ 


On  détermine  C  en  faisant  b=a  :  le  premier  membre  élant  une 
intégrale  définie  à  limites  égales  est  nul,  et  il  reste  C  =  F(a). 
Donc 

(I)  f  /{x)dx  =  F(b)-^¥(a), 

formule  fondamentale  pour  le  calcul  des  intégrales  définies. 

Si  dans  cette  relation  on  remplace  b  par  x^  on  voit  que  la  fonc- 
tion primitive  F (x),  c'est-à-dire  l'intégrale  indéfinie  j  f{x)dx. 
n'est  autre  chose,  à  une  constante  près,  que  l'intégrale  définie 
I  f(^x)dx^  où  la  limite  supérieure  est  a?,  et  la  limite  inférieure 
quelconque.  Celle  analogie  justifie  le  nom  d^ intégrales  donné 
aux  fonctions  primitives,  elle  symbole  1  /(x)dx  adopté  précé- 
demment pour  ces  fonctions. 


269.  Remarque.  —  Dans  la  formule 

/    /{x)dx  =  F{b)^F(a). 

F(b)  et  F  (a)  sont  les  valeurs  que  prend,  en  a  et  6,  une  des  fonc- 
tions F{x)  qui  ont  pour  dérivée  /(x);  la  variable  x  allant  de 
a  à  6,  la  fonction  F(^)  varie,  d^une  manière  continue  (n**263), 
de  F(a)  à  F(6),  et  il  ne  peut  y  avoir  dès  lors  aucune  incertitude 
sur  les  valeurs  à  adopter  pour  ces  deux  quantités,  même  dans  le 
cas  où  F(:r)  aurait  des  déterminations  multiples. 

Exemples,  —  i**  Soit  l'intégrale   /    -;  prenons  pour  F(x), 

ici  arc  tangue,  la  valeur  de  l'arc  tang  qui  s'annule  pour  x  =  o,  et 
faisons  varier  a;  de  o  à  ±00  d'une  manière  continue  :  la  fonction 

arc  tang^  variera  d'une  manière  continue  de  o  à  ih  ^^  et  par 
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suite  F(a)  sera  celle  des  valeurs  de  arctanga  qui  est  comprise 
entre et  4-  -;  même  résultat  pour  F(6).  Si  donc  on  désigne 

par  le  symbole  Arc  tan  g  un  arc  compris  entre et  +  -,  on 

aura 


/ 


*     dx 


=  Arc  tang6  —  Arc  tanga. 


Je        dx 
f  «  où  la  réalité 

a    /i  —  a?* 

exige  que  <2  et  6  soient  compris  entre  — i  et  -f-i,  la  fonction 

F(j?)  est  arcsino:.  Prenons  pourF(a?)  la  valeur  de  l'arc  sin  qui 

s'annule  pour  a:  =  o,  et  faisons  varier  ^  de  o  à  di  i  :  F(a?)  variera 

de  G  à  =h-,  et  par  suite  F(a)  et  F(6)  seront  les  valeurs  de 

arcsina  et  de  arcsinfr  comprises  entre et  H On  aura 

donc,  en  désignant  ces  arcs  parle  symbole,  Arc  sin, 


/ 


=  Arc  sin  b  —  Arc  sm  a. 


a     ^\  —  x^ 


/      dx 
—  La  fonction  F(^)  est  logiha:.  Si 
-3       ^ 

l'on  prenait  F(j?)=logar,  entre  j:  =  — 2et:r  =  —  i,  on  aurait 
pour  logo?  des  valeurs  imaginaires.  On  évitera  cette  difficulté  en 
prenant  F(j?)=log( — a:),  fonction  qui  est  réelle  et  déterminée 
sans  ambiguïté  dans  Pintervalle  considéré,  et  l'on  aura  alors, 
en  vertu  de  (i), 


r 


dx 


-X       ^ 


—  =  log  i  —  loga  =  —  loga. 


270.  Les  procédés  généraux  de  calcul  indiqués  pour  les  inté- 
grales indéfinies  s'appliquent  aux  intégrales  définies.  Par  exemple, 
si  l'on  a 

/(ar)  =  cp(a7)-+-^^(a7) -+-..., 

on  en  déduit  évidemment,   en  vertu  de  la  définition  même  de 
H.  i8 
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l'intégrale  définie, 

c'est  le  procédé  de  décomposition  en  éléments  simples. 

De  même,  la  formule  à^ intégration  par  parties  subsiste;  car 
de  l'identité 

on  déduit 

Ç  (f^ydi=:  f  fr^dx-h  f  ffdx, 

Ja  Ja  Ja 

Or  le  premier  membre,  en  vertu  delà  formule  fondamentale  (i), 
est  /(fr)?(fr)— /(«)?(«),  ce  que  l'on  écrit  plus  simplement 
Uifa\  donc 

^a  '^a 

On  établirait  de  même  la  formule  du  changement  de  variable 
dans  les  intégrales  définies  ;  mais  il  est  préférable,  pour  la  rigueur, 
de  faire  la  démonstration  en  s'appuyant  sur  la  définition  même  de 
l'intégrale,  plutôt  que  sur  son  lien  avec  l'intégrale  indéfinie. 

271  Changement  de  variable.  —  Dans  Tintégrale  /  /(x)rfr, 
remplaçons  x  par  une  nouvelle  variable  t^  en  posant 

^  =  ?(0; 

il  s'agit  d'obtenir  l'intégrale  transformée  en  t,. 

Soient  a  et  P  les  valeurs  de  t  qui  correspondent  aux  valeurs 
a  et  6  de  ^;  on  supposera  : 

I**  Essentiellement,  que  la  fonction  ©(^)  et  sa  dérivée  ^\i) 
sont  déterminées  et  continues  dans  l'intervalle  a^; 

2**  Provisoirement,  que  <f'(0  garde  un  signe  constant  dans  le 
même  intervalle. 
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Faisons  maintenant  varier  /  de  a  à  ^,  en  passant  par  des  valeurs 
successives 

a,      <i,      tfy      ...,      tn,      ifi+ii      ««M      P- 

D'après  les  hypothèses,  <f'{t)  étant  toujours  de  même  signe 
entre  a  et  p,  la  fonction  <f(t),  c'est-à-dire  a?,  varie  toujours  dans 
le  jQiéme  sens  de  f  (a)  à  <f(P),  c'est-à-dire  de  a  à  6;  par  suite,  aux 
valeurs  ci-dessus  de  t  correspondent,  pour  x,  des  valeurs 

a,    â?!,    a?i,     ...)     Xfii    ^/»-+-i)     •••»     ^, 

qui  seront  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante  ou  dé- 
croissante, selon  que  6  >  a  ou  6  <  a. 

D'ailleurs  on  a,  en  vertu  du  théorème  des  accroissements  finis, 

Trt  étant  compris  entre  tn  et  fn+, .  Soit  Ç^  la  valeur  de  x  qui  cor- 
respond à  t:=Xn]  elle  sera,  d'après  ce  qui  précède,  comprise 
entre  Xn  et  ^n+i*  Multiplions  les  deux  membres  de  la  relation 
précédente  par/(Çrt),  c'est-à-dire  par/[o(T«)],  et  ajoutons  toutes 
les  relations  analogues,  obtenues  en  faisant  varier  n  ;  il  vient 

2/(S«)(a:„4-i-ir„)=5:/[cp(T„)](/«_Hi— ««)?'(-«). 

A  la  limite,  en  faisant  tendre  vers  zéro  les  intervalles  tn^^  —  ^«, 
et  par  suite  les  intervalles  Xn^i  —  Xn^  on  aura 

(2)  /      f(x)dx=     l       f[0{t)]^\t)dt. 

C'est  là  la  formule  du  changement  de  variable;  a  et  ^  sont  les 
valeurs  de  /  qui  correspondent  aux  valeurs  a  et  6  de  x. 

Affranchissons-nous  maintenant  de  la  restriction  provisoire  rela- 
tive au  signe  de  ç'(^),  et  supposons,  par  exemple,  que,  ^. allant 
de  a  à  P,  «>'(0  change  de  signe  pour  les  valeurs  /  =  y  et  ^=8; 
soient  cet  rf  les  valeurs  correspondantes  de  a:,  c  =  {p(Y),  <i=o(8). 

La  formule  (2)  est  applicable  dans  chacun  des  intervalles 
ay,  yS  et  8^,  puisque  dans  chacun  d'eux  f'(^)  garde  un  signe 
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constant;  on  a  donc 


f  f{x)dx=  f    f[^{t)]^'(t)dt, 


a 

0 


d^où,  en  ajoutant,  et  quel  que  soit  Tordre  de  grandeur  des  quan- 
tités a,  ft,  c,  rf  («)  (n«  263,  Corollaire  I), 

(2)  f  f{x)dx^  f  f[^{t)]^'{t)dt. 

Donc  : 

Règle.  —  Pour  faire  le  changement  de  variable,  rempla4:er 
dans  ^intégrale  x  par  ff{t)^  dx  par  ^'{t)dt^  et  prendre  pour 
nouvelles  limites  les  valeurs  de  t  qui  correspondent  aux  an- 
ciennes  limites  de  x. 

272.  Il  faut,  en  appliquant  celte  règle,  prendre  garde  aux  valeui^ 
multiples  que  peuvent  avoir  parfois  ^,  ^(t)  ou  ç'(^)  pour  une 
même  valeur  de  x  ou  de  t. 


Par  exemple,  dans  l'intégrale    /      dx,  égale  à  2,  posons  x=t^. 

3  .    ~    3    _ 

La  fonction  ç(^)=  t^  et  sa  dérivée,  -y//,  étant  continues,  la  règle 

peut  s'appliquer;  or,  poura;=dii,  la  relation  0:^=/'  donne  ^'==1, 
c'est-à-dire  r  =  i . 

On  aurait  donc,  en  appliquant  sans  discernement  la  formule  (2), 

/       dx  =  I    -  ^dt  =  Oy 
car  la  seconde  intégrale  a  ses  limites  égales. 

(*)  Il  peut  se  faire  que  les  quantités  c  on  d  sortent  de  Tintenralle  <z6;  pour 
que  la  formule  (2)  soit  applicable,  il  faut  que  /{x)  soit  continue,  non  seulement 
entre  a  et  6,  comme  cela  doit  être,  mais  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite 
des  quantités  a,  bjC,  d.  En  d'autres  termes,  /{x)  doit  être  continue  pour  tontes 
les  valeurs  de  x  =  ^{t)  qui  correspondent  aux  valeurs  de  t  comprises  entre 
a  et  p. 
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L'erreur  provient  de  ce  que,  en  écrivant  dx  =  -\/tdt,  on  doit 

choisir  le  signe  de  ^i  de  manière  que  dx  soit  positif,  puisque 

X  croît  de  —  i  à  +  i.  Or,  x  allant  de  —  i  à  o,  /,  égal  à  (.r^)^, 
va  de  1  à  o,  et  dt  est  négatif;  on  doit  donc  écrire 

q      _ 

dx  =^—  -^^t  dt, 
de  ^  =  I  à  ^  =  o. 

Au  contraire,  x  allant  de  o  à  i,  ^  va  de  o  à  i,  et  ^/^  est  positif; 
donc 

o        _ 

dx  =-^  "Jïdt, 
2 

de  ^  =  o  à  ^  =  1 . 

La  formule  exacte  est  donc 

/       dx  =  I    dx-h  I    dx 

=  -  r  lyftdt^  f  l^idt  =  S  f  /idt  =  {2ti)l  =  2. 

273.  Formule  de  Wallis.  —  On  fera,  dans  la  suite  du  Cours,  un 
fréquent  usage  des  procédés  de  calculs  indiqués  ci-dessus;  aussi 
se  bornera-t-on  ici  à  une  seule  application. 

Considérons  l'intégrale 

On  peut  écrire,  en  intégrant  par  parties, 

.1^=   /     sin'»-*a7(sina:rfx) 
*^ 

-  î- 

=  — (sia'»-'a7cosa:)^*-l-(/?i  —  i)  /     sin"*-*a:cos*a7c/r. 

Si  m  est  supérieur  à  i,  le  terme  tout  intégré  s'annule  aux  deux 
limites;  quant  à  la  dernière  intégrale,  en  y  remplaçant  cos^^ 
par  I  —  sin^^,  elle  s'écrit  \m~^  —  !/»•  On  a  donc 
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c'est-à-dire 

(3)  U=^i^I„„,. 

m 

Supposons  maînlenant  m  enlier;  celte  relation  de  récurrence 
permet  de  ramener  I2,  Ï4,  . .  -,  l^p  à  Jo  ;  et  I3,  I5,  . . .,  l2/»+«  à  I|. 
On  a  ainsi 

_  ?/>  —  !  2/? -3  I 

Ijp  = •  •  •    —  *0' 


_      2/?      a/>- 


2  , 


Or 


Donc 


?  «  5 

Io=    /     dx^-^j  '*  ~    /     sinarrfa:  =(— cosar)*=  I. 

I     —  '  .3.5..  .(2/?  —  i)  ir 
*""        2.4.6. ..2/>        V 

_  __  2.4.6.  ..2/> 

**'^*"3.5.7...(2/>-+-i)^ 

ce  qui  donne  la  valeur  de  I,„,  pour  m  entier  et  positif  :  on  peut 
déduire  de  là  une  formule  remarquable.  Divisons  en  effet  membre 
à  membre  les  deux  dernières  relations,  il  vient 


(4) 


ir  __  2.2  4-4   6.6  ip.'xp  I 


îp 


2        1.3  3.5  5.7  (2/>  — i)(2/>-4-i)  UiH-\ 

Or  il  est  aisé  de  trouver  une  limite  supérieure  et  une  limite 
inférieure  du  rapport  J^jp  :  l2/»+i.  En  effet,  il  est  clair  que  les  inté- 
grales \m  décroissent  quand  m  augmente,  car,  x  étant  compris 

entre  o  et  -,  sina;  est  compris  entre  o  et  i ,  de  sorte  que  l'élément 

de  l'intégrale,  sin'^^rfa:,  diminue  lorsque  m  croît;  donc  (n** 263, 3") 


c'est-à-dire 


Or,  en  vertu  de  la  formule  (3),   le  dernier  rapport  est  égal 
a  -^ ;  par  suite 

Up-M  2/> 
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d'où  il  résulte  que  le  rapport     ^''    tend  vers  i,  pour/?  infini.  La 
relation  (4)  donne  donc,  si  l^on  passe  à  la  limite, 

ip»ip 


tZ        ,.      2.2    4-4    6'<> 

î^'^'^o  3:5  5:7 


(2/?  — l)('i/?-M) 


lorsque  p  tend  vers  l'infini  par  valeurs  entières  et  positives. 
Cette  formule  remarquable  est  due  à  Wallis  (i655). 


III.  -  AIRES  PLANES  ET  ARCS  DE  COURRE. 


1°  Aires  planes, 

274.  On  a  vu  au  n®  257  comment  les  anciens  Analystes  éta- 
blissaient une  liaison  entre  les  aires  planes  et  les  fonctions  pri- 
mitives, ou  les  intégrales  définies;  mais  on  a  fait  observer  à  ce 
propos  que  la  notion  d'aire  n'est  pas  une  notion  première,  et  il 
importe  avant  tout  de  la  préciser. 

La  Géométrie  élémentaire  ne  définit  directement  que  les  aires 

Fig.  63. 


■^/i     «^^Vi/ti 


des  figures  composées  de  droites  ;  les  aires  terminées  par  des  arcs 
de  courbe  seront  définies  comme  des  limites,  de  la  manière  sui- 
vante : 

Considérons  (axes  rectangulaires)  la  courbe  j^  =/(:r),  et  les 
droites  j:  =  a,  x  =.b]  marquons  sur  Ox^  en  allant  de  a  vers  6, 
des  points  x^^  X2,  ...,  ^w,  •••?  ^p  '  l'aire  comprise  entre  la 
courbe,  l'axe  des  x  et  les  deux  ordonnées  extrêmes  a  et  fc  (Jig-  63), 
sera  par  définition  la  limite  (si  elle  existe)  de  la  somme  des  aires 
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des  rectangles  XnMmXn^t,  c'est-à-dire  de  la  somme 

quand  toutes  les  bases  des  rectangles  tendront  vers  zéro. 

Or  cette  limite  existe;  c'est  précisément  (n°  261)  l'intégrale 

défînie    /    f{x)dx:  en  d'autres  termes,  au  lieu  d'admettre  avec 

Newton  l'existence  a  priori  àe  l'aire  et  d'y  rattacher  l'intégrale, 
on  définit  l'aire  par  l'intégrale,  l'existence  de  celle-ci  ayant  été 
préalablement  établie  par  l'analyse. 

Les  deux  méthodes  conduisent  à  la  même  conclusion  :  Taire 

considérée   ci-dessus  a  pour  valeur     /    f(^x)dx^   en   observant 

toutefois  que  l'élément  {Xn^\  — Xn)f{xn)  de  la  somme  (S)  a  le 
signe  4-,  lorsque  {Xn^\  —  Xn)  el/{x,i)  sont  de  même  signe,  et  le 
signe  —  dans  le  cas  contraire.  En  d'autres  termes,  si  a  <  6,  les 
parties  de  l'aire  situées  au-dessus  de  Ox^  correspondant  à 
/(:F/t)>'0,  sont  comptées  positivement,  et  celles  situées  au- 
dessous,  négativement;  le  contraire  a  lieu  si  a  >  6. 

Si  la  courbe  est  donnée  sous  forme  paramétrique,  j:  =  ^(/), 
y  =  ^(f),  l'aire  comprise  entre  la  courbe.  Taxe  des  x  et  les  deux 
ordonnées  qui  correspondent  aux  valeurs  to  et  t^  du  paramètre 
est 


275.  Si  l'on  a  à  calculer  l'aire  d'une  portion  quelconque  du 
plan,  on  la  divise  en  aires  partielles,  telles  que  le  contour  de 
chaque  aire  soit  rencontré  en  deux  points,  au  plus,  par  toute 
parallèle  à  Oy. 

Soient  alors yi  (x)  et  j^a(jc)  (Jig'  64)  les  coordonnées  des  deux 
points  où  le  contour  C  de  l'aire  est  coupé  par  la  droite  X  =  ar, 
(j^2>y0î  «  et  6  les  abscisses  des  parallèles  extrêmes  à  Oy  qui 
rencontrent  le  contour. 

L'aire  enveloppée  par  le  contour  C  est  la  différence  des  deux 
aires  aAMBb  et  aANBè;  elle  a  donc  pour  valeur 

A=  r  ytdx—  I    yidx=  j    {yt'-y\)dx. 

Ja  ^a  *^rt 
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On  aurait  pu  l'écrire  directement,  en  observant  que  (y2 — y\)d^ 

Fig.  ^. 


"b       a> 


est  évidemment  la  valeur  principale  de  l'aire  ombrée  (fig*  65) 

Fig.  65. 


comprise  entre  le  contour  et  les  droites  X  =  a;,  X  =  ^  -h  dx. 

276.  Axes  non  rectangulaires.  —  Si  les  axes  de  coordonnées 
font  (yî^.  66)  un  angle  6,  l'aire  comprise  entre  la  courbe  j^=/( or), 

Fig.  66. 


0  CL  J!   Jc-Kir  à 

Taxe  des  x  et  les  deux  droites  x  =  a,  x  =  b  sera 


sin6  /    ydx^ 
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car  le  parallélogramme  ombré  a  pour  aire 

277.  Coordonnées  polaires.    —    Soit  p  =/(o))    une   courbe; 
Taire  OMM'  {/ig-  67),  comprise  entre  un  arc  MM'  de  cette  courbe 

Fig.  67. 


et  les  deux  rayons  vecteurs  qui  font  avec  O^  les  angles  a>  et  co-|-rfct>, 
a  pour  valeur  principale  l'aire  du  secteur  circulaire  OMP,  c'est- 

à-dire  -p^dto  :  car  la  partie  négligée,  l'aire  MPM',  est  évident- 

ment  du  second  ordre  par  rapport  à  rftj. 

Ainsi,  en  appelant  o-  {/Ig.  68)  l'aire  comprise  entre  la  courbe  , 

Fig.  68. 


un  rayon  vecteur  fixe  OMq,  d'angle  polaire  (Oo,  et  un  rayon  vecteur 
mobile  OM,  d'angle  polaire  (o,  on  a 


d'où 

(0 


di  =  -  p'rfto, 


I  r" 

=  -    /      p*  dt3i. 
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car  les  deux  membres,  ayant  même  difTérentielle  par  rapport  à  la 
variable  indépendante  w,  ne  diffèrent  que  d'une  constante;  celle-ci 
est  nulle,  puisque  a  et  l'intégrale  s'annulent  pour  o)  =  Wq. 


Exemples, 

278.  Ellipse.  —  L'aire  ombrée  {fig^  69),  comprise  entre  les 
axes  O^,  Oy,  l'ellipse  ^  -h  ^  —  i  =  o,  et  la  parallèle  à  Oy 
d'abscisse  x,  est 


(^) 


ydx=—   I     y/a*  —  x^ 


dx. 


On  a  ainsi  à  intégrer  un  radical  de  la  forme  ^olx^-^  2^^  + Y  : 
on  pourrait  appliquer  la  méthode  générale  du  n^  213;  il  sera  plus 
simple  de  suivre  la  méthode  de  réduction  des  intégrales  hyperellip- 

Fig.  69. 


tiques  (n°  242).  On  a  ainsi,  en  faisant  passer  le  radical  au  déno- 
minateur, 

(3)       f^^r=T^d.^r^^^d.  =  a^f-J^-f-^M=. 
J  J   ^a«— iF«  J   y/a*  — 37»      J   /a»  — a?* 

Au  dernier  membre,  la  première  intégrale  est  (n®  194) 

a*  Arc  si  n  -  : 
a 

pour  réduire  la  seconde,  partons  de  l'identité 


{x  /a*— a?*)'  =  v/a*  —  a?»  — 


v/a*  —  a?*       \/a*  —  x^ 


d'où,  en  intégrant, 

r-^ ;         ,  r      ^^  rx^ 

xya^ — a?*=  a*  /  .      —  2  /     . 

J   ijcCi  —  ^ï         J    ^a^  — 


x^dx 


x^ 
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c'esl-à-dire 

r    x^dx  I      /-; r      a»   r       dx 

(4)  —  /     ,  =  -x^/a'^  —  x^ /     ^ 

Donc  finalement,  en  portant  cette  valeur  dans  (3), 

(5)  //^ï3^rf.=  ^/-^^f/^n^, 

et  par  suite,  d'après  (a), 

A  =  —  (  a*  Arcsin — hor/a*—  a?*  )    =  —  (a*  Arc  sin — hx/a* —  ar*  j. 
2a  \  a  ^  /o       -la  \  a  '  / 

Le  second  terme  de  A  est  l'aire  du  triangle  OMP;  donc  le 

premier  terme, 

ab  .       .    X 

—  Arc  sin  —  > 

1  a 

est  Taire  du  secteur  elliptique  BOM. 

L'aire  du  premier  quadrant,  OBA,  de  l'ellipse  s'obtienl  en 
faisant,  dans  A,  ^  =  a;  on  a  ainsi 

aire  OBA  =  — —  » 
4 

formule  bien  connue. 

279.  Remarque.  —  On  aurait  pu  calculer  l'intégrale 

/  v^a* — X*  dx 

par  une  voie  plus  courte,  en  posant  a:  =  a  sin  /  ;  d'où 

/  ^a^—x^dx  =  a^  j  cos^ tdt  =  —  1  (i-^  cos2t)dt 

a«  /         I    .       \      a*  . 
=  —  lt-\ —  sin2n=  —  (f-f-smf  cos  i  ), 


et,  en  remplaçant  t  par  arc  sin->  sin^  par->  cosf  par  i/i  —  ^, 


flS 


u.-  ,      U,  it,      i — 

=  —  arc  sm  — i —  /a*  —  a:*, 
2  a       2  '  ' 


comme  on  l'a  trouvé  plus  haut  (5). 
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280.  Hjrperbole.  —  L'aire  du  segment  AMP  (Jig*  70),  compris 
entre  l'hyperbole  -j  —  ^  =  i ,  l'axe  transverse  et  l'ordonnée  MP 
d'abscisse  x^  a  pour  expression 


f      Y  dx  ^  —    I     Jx^  —  a*  dx. 


Appliquons  encore,  pour  calculer  cette  intégrale,  la  méthode  de 
réduction,  en  écrivant  d'abord 


x'^dx 

s/x^ — a» 


Fig.  70. 


^ 

^ 

xk 

P 

0 

A      . 

:c 

Au  premier  membre,  la  première  intégrale  est  (n®  194) 

log(a:H-v/a7* — a*); 
pour  réduire  la  seconde,  partons  de  l'identité 


(a?/iF* — a*)  =  /a?»  —  a*  -f- 


a?» 


20?*— a' 


d'où 


/a?'  —  a'        /a:*  —  a* 


s/x^ — a*  */    i/a?» — a' 


v/ar* — a*  */    /a 

On  en  conclut  comme  plus  haut  la  formule,  analogue  à  (5), 
(6)  Jy/x^--a*dx  =  -  ^y*—^  -+-  ia:/a7*-a*, 

ce  qui  donne,  en  multipliant  par-,  et  prenant  l'intégrale  entre 

a  et  â7, 

^   f     r\ 7        «I      a?-H/ar»— a*\ 

A  =  —  I  ar/a?*—  a«—  a*log î^^ )• 

2a  \  °  a  / 
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On  peut  observer  que  le  premier  terme  de  A  est  l'aire    du 
triangle  OMP;  donc  le  second  terme,  changé  de  signe, 

ab  .      X  -4-  i/x*  —  a* 
—  log 1 , 

est  Taire  du  triangle  curviligne  OAM. 

281.  Parabole.  —  La  parabole,  rapportée  à  son  foyer,  F,  et  à 
son  axe,  a  pour  équation,  en  coordonnées  polaires, 


I  —  COSO) 

l'aire  ombrée  FAM  {fig*  71),  comprise  entre  la  courbe,  le  rajon 

Fig.  71. 


vecteur  FA  du  sommet  et  le  rayon  vecteur  FM,  d'angle  polaire  ci>, 
a  pour  valeur,  d'après  la  formule  /  -  p*  dtù  du  n°  277, 

-    9.  J^    (i-cosa>)î"    2   X    4sin*-* 

On    a    à    intégrer  une    fonction    paire    de    sin— ;    on    posera 
donc  (n»  230,  \^) 

(I)  .  'kdt 

tang— =  /,         (i>  =  2arc  tangi,         a w  = 


d'où 


J    .  .  w  "  J  I  -+-  <s       t^ 
sin*  — 
2 

/i  -+-  /«     ,  2         2 


ti) 

a  3tang«-.-f.i 

3  ~       ~Z      ^ 
tan  g»  — 
2 
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ce  qui  donne  finalement 

.  3  tang*  — h  I 

A=^ -1 

lang»  — 
2 


2®  Arcs  de  courbe. 

282.  Courbes  planes.  —  Soit  une  courbe  plane,  définie  para- 
métriquement,  en  coordonnées  rectangulaires,  par 

a?  =  0(0,     r  =  'KO; 

considérons  deux  points  a^  et  A  de  cette  courbe,  correspondant 
aux  valeurs  t^  et  T  du  paramètre,  et  supposons  que  les  fonc- 
tions (p(/)  et<J^(f)  soient  continues  dans  l'intervalle  ^qT,  extrémités 

Fig.  72. 


tOLo 

comprises,  ainsi  que  leurs  dérivées  premières.  Admettons  de  plus 
qu'à  un  point  de  la  courbe,  entre  a©  et  A,  ne  réponde  qu'une  valeur 
du  paramètre  /  :  il  en  résulte  que,  si  t  varie  d'une  manière  continue 
et  toujours  dans  le  même  sens  de  t^  à  T,  le  point  correspondant 
de  la  courbe  va,  d'une  manière  continue  et  toujours  dans  le  même 
sens,  de  éZo  à  A. 

Cela  posé,  marquons  sur  la  courbe,  en  allant  de  a©  vers  A,  des 
points  arbitraires  ai,a2,  ...,  ap\  je  dis  que  le  périmètre  du  poly- 
gone a^a\a^..  .apK  tend  vers  une  limite  déterminée,  quand  le 
nombre  des  côtés  de  ce  polygone  augmente  indéfiniment,  chacun 
d'eux  tendant  vers  zéro. 

Soit  en  efiet  tn  la  valeur  de  t  qui  correspond  au  sommet  an]  le 
côté  anCin-^\  a  pour  longueur 


c'est-à-dire,  d'après   le   théorème  des  accroissements  finis,   en 
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désignant  par  8  et  x  deux  valeurs  comprises  entre  t^  et  /«+i, 


Si  0  était  constamment  égal  à  t,  la  somme  Y^anOn^i  aurait  pour 
limite  (n®  261)  l'intégrale  définie 


(I)  j    /?'«(04-v};'«(0rf/; 


nous  allons  montrer  que  telle  est  en  effet  la  limite,  quels  qae 
soient  9  et  t  entre  tn  et  tn^Kt  en  admettant,  bien  entendu,  que 
©'(^)  et  Wt)  soient  continues  de  ^  =  ^o  à  ^  =  T. 
L'intégrale  (i)  étant  la  limite  de  la  somme 


tout  revient  à  prouver  que  la  différence 


a  pour  limite  zéro.  On  peut  écrire  cette  différence 

(2)  3  =  2(«„+i-  «;,)[/?'n6)-+-f*(^)-\/?'*(0)-+-f»(0)]. 

La  fonction  ^'^{t)  étant  continue  entre  t^  et  T,  est  uniformé- 
ment continue  dans  cet  intervalle  et  admet,  pour  tout  nombres, 
un  module  de  continuité  uniforme  r\[t)  :  si  donc  les  différences 
f/i+i  —  tn  sont,  en  valeur  absolue,  inférieures  à  7i(e),  on  aura 

mod[f«(T)-i};'«(e)]<e, 
ou,  sous  une  autre  forme, 

k  étant  compris  entre  — i  et  -f-i;  par  suite 


^3^  j     v/?'He)-f.f«(^)-v/?'HQ)  +  P(ô) 

(  =  Z^'HO)  +  f  n^)  -+-  ^6  -  /?'*(e)  -+-  f  HO). 

Or  on  a  évidemment,  en  désignant  <p'^(6)-i-  ^'^(8)  par  A, 


y/A  H-  Â:e  <  /A  4-  /Are, 
si  A*  >  o  5 

v/Â  <  v/A  H-  A-£  -h  /— A:e, 
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si  À*  <C  o  :  il  suffit,  pour  vérifier  ces  inégalités,  d'élever  au  carré 
les  deux  membres  de  chacune  d'elles.  Il  vient  donc,  dans  tous  les 
cas, 

mod(/A  -h  Ae  — v^)^/môdTe, 

c'est-à-dire 

mod[/o'M6)-HfH^)-+-^*£  — V^?'*(^)-+-4''H0)]=V^modX:£^/ë. 

En  vertu  de  (2)  et  de  (3)  on  a  alors  : 

modùi/^Z(tn-^-\-'  tn),         c'esl-à-dire         ^\/l{T  —  to)^ 

et  par  suite  S  a  bien  pour  limite  zéro. 

Donc  le  périmètre  du  polygone  aoaia2...A  a  une  limite 
déterminée,  qui  est  l'intégrale  (i),  et  cette  limite  se  nomme  la 
longueur  de  Varc  a^A.,  Ainsi 

(4)  arcgtoA=/     i/x^^^TJ^  dt. 

283.  Expressions  diverses  de  Tare.  —  Soit  s  l'arc  de  courbe; 
supposons  que  Ton  prenne  pour  t  l'abscisse  x^  ce  qui  donne 

on  aura 


f>' 


•^yj  djr, 


x^  et  X  étant  les  abscisses  des  deux  extrémités  de  l'arc  :  mais, 
d'après  Je  n°  282,  il  faut,  pour  que  la  formule  s'applique,  que  l'or- 
donnée j^  de  l'arc  considéré  n'ait  qu'une  valeur  pour  toute  valeur 
de  X  comprise  entre  Xq  et  X,  c'est-à-dire  que  l'arc  n'admette  pas 
de  tangente  parallèle  à  Oy. 
De  même,  si  t  =JK) 

En  coordonnées  polaires,  on  a  : 

a?  =  p  cosw,        ^  =  psina>, 

p  étant  une  fonction  donnée  de  (o,  p(co).  Si  nous  supposons  ^  =  (0, 
H.  ,9 
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nous  aurons 

ir'((»))=  p'(a>)costjj  —  p  sinu),        j/''((i))=  p'(ci))sincD  -h  p  coscu, 

d'oii,  pour  l'expression  (4)  de  l'arc, 

^=   /      /p*+pœ'fl?ct>, 

(1)0  et  û  étant  les  angles  polaires  des  extrémités  de  Tare. 

28i.  Courbes  gauches.    —    Pour  linc   courbe  gauche    définie 
paramétriquement, 

on  établirait  de  même  sans  difficulté  que  l'arc,  considéré  comme 
X  limite  du  périmètre  d'un  polygone  inscrit,  a  pour  expression 

tft  et  t  étant  les  paramètres  des  extrémités  de  l'arc;  ce  qu'on  écrit 
aussi 

Dérivons  par  rapport  à  la  limite  supérieure  r,  de  l'intégrale;  il 
vient  (n*»26o) 

di=v  [-di)  '^['dij  ^[dtj  ' 

d'où,  pour  la  différentielle  de  Varc, 

ds  =  y/dx^-v-  df^-h  dz^y 

c'est-à-dire  que  la  valeur  principale,  ds^  d'un  arc  infiniment  pelil 
est  la  même  que  celle  de  la  corde,  comme  on  l'a  déjà  vu  pour  une 
courbe  plane  au  n®  54. 

285.  Coordonnées  polaires  et  semi-polaires  de  l'espace.  —  Les 
coordonnées  polaires  d'un  point  M  {fig^  73)  sont  la  distance 
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OM  =  p;   l'angle  ô  du  rayon  OM  avec  Oz,  angle  variable  de 
o  à  1^;  l'angle  ^  que  fait  la  projection,  OP,  de  ce  rayon,  sur  le 

Fig.  73. 


=^^U¥ 


'*"-^. 


P  --. 


plan  des  xyj  axec  l'axe  O^,  angle  variable  de  o  à  aie.  On  a  évi- 
demment, x,yy  z  étant  les  coordonnées  cartésiennes  de  M, 

X  =  psinOcos^^)        ^  =  p  siaÔ  sin^,        js  =  pcos^. 

On  en  déduit  dx^  dy,  dz  en  rfp,  rfô,  di(^  d'où  Ton  conclut,  par 
un  calcul  facile, 

ds^  =  dx*  -^  dy^-^  dz^=  dp^-h  p*û?9*-h  p*  sin*e  é/^J/*. 

Les  coordonnées  semi-polaires  du  point  M  sont 
^  =  MP,        OP  =  r, 

et  Tangle  ^  ;  on  a  ainsi 

a?  =  rco84',        ^  =  rsin^,        z  =  z^ 

ds^  =  dx* -h dy* -h  dz*  =  dr* -h  /* d^* -\-  dz*. 


d'où 


Il  importe  d'observer  que  p  et  r  désignent  des  quantités  essen- 
tiellement positives. 


S86.  Parabole. 


Exemples, 


y*=  7.px, 


£n  prenant  y  pour  variable  indépendante,  l'arc  est  donné  par 
l'intégrale 

s  =  i^x^x'*  dy  =  Ij^yt^pt  dy. 
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L'intégrale  I  =  /  \ly^-\-  p^  dy  a  été  calculée  à  propos  de  Taire 

de  l'h}'perbole  ;  il  suffit  de  changer  a^  en  — p^  dans  la  formule  (6) 
du  n°  280,  ce  qui  donne 

d'où,  pour  l'arc  5,  en  remplaçant  l'intégrale  qui  figure  au  second 
membre  de  I  par  sa  valeur  (n**  194-), 

s  =  -\  =  ~/x» -h />»-+-  -/?log(>'-+-/v*-4-^*)-+-  const. 

Si  l'arc  est  compté  à  partir  du  sommet,  s  est  nul  poury  :=o;  la 
constante  est  donc  égale  à P^^SP^  ^^  finalement 

287.  Ellipse.  —  L'ellîpse  est  définie  paramétriquement  par 

X  =  a  cost, 
y  =  6  sinf  ; 

d'où,  en  dérivant  par  rapport  au  paramètre  r, 

3?'  =  —  a  sinf, 
^'  =      h  cos  t. 

L'arc  est  donné  par 

s  =  l^/x'^-i-y^dt  ==  j^a^sin^t-i-b^cos^t  dt. 

On  aura  toute  la  courbe  en  faisant  varier  t  de  o  à  2  7t;  donc  la 
longueur  totale  de  l'ellipse  est 

f       /a>sin»i-+- 6*cos*f  rff,     ou     2  /     /a*sin><  ■+- 6»cos«/ cf/. 
0  *^o 

On  peut  encore  mettre  la  valeur  précédente  de  l'arc  s  sous  la 
forme 

5=  I  ^a^ — c^  cos*  tdtf 

en  posant,  comme  d'ordinaire,  c^=  a^ —  b^. 
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C'est  là  une  intégrale  elliptique,  car  si  l'on  prend  cosf  pour 
variable,  en  posant 

du 


on  a 


cos^  =  M,         f  =  arccosw,         dt 


v/i  — M* 


On  ne  peut  donc  exprimer  l'arc  d'ellipse  à  l'aide  des  fonctions 
élémentaires. 


288.  CycloXde.  —  C'est  la  courbe  décrite  par  un  point  d'un 
cercle,  de  rayon  a,  qui  roule,  sans  glisser,  sur  une  droite. 

Supposons  que  celte  droite  soit  l'axe  des  x  {fig-  74)>  et  que 

Fig.  74. 


rorigine,  O,  soit  la  position  du  point  décrivant  P,  au  moment  où 
celui-ci  se  trouve  sur  l'axe  de  x  :  d'après  les  conditions  du  mou- 
vement, on  aura  à  chaque  instant 

arc  MQP  =  OM. 

Si  donc  /  est  l'angle  MCP,  on  aura,  pour  les  coordonnées  x  ely 
du  point  P,  en  projetant  le  contour  OMCPO  sur  Oa:  et  sur  Oy^ 

3?  =  0M  — CP  sint  =  a(/— sinO, 
^=  CM  — CPcos/  =  a(i  — cosO, 

d'où  l'on  tire 

œ't*  -+-7J*  =  a' (2  —  2COSÏ). 

L'arc  OP  est  donc  donné  par 

s  =:   I    ^^a^{i  —  cos  t)dt  =   /    la  sin  "  dt  =  1 — 4^cos-j  > 
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c'est-à-dire 

5  =  4of  I  —  cos-  U 

car  la  valeur  de  t  qui  répond  au  point  O  est  t  =  o. 

La  longueur  de  la  boucle  OTA  s'obtient  en  faisant  <=27î; 
c'est  donc  8a,  c'est-à-dire  huit  fois  le  rayon  du  cercle  générateur. 

L'aire  ombrée,  comprise  entre  la  cycloïde,  l'axe  Ox  et  l'or- 
donnée du  point  P,  est 


A=   iydx  =  a^  j    (i  — cos t^dt  =  a^(t 


t.        1    . 

■  ismt  H h  -;  sin2/ 

a       4 


):■ 


c'est-à-dire 


A  =  a*(  -  <  —  2  sin<-4-  -rsino.t). 
\^  4  / 


L'aire  de  la  boucle  OTA  s'obtient  pour  ^=2 tt;  c'est  donc  Sita^, 
c'est-à-dire  trois  fois  l'aire  du  cercle  générateur,  comme  Galilée 
l'avait  découvert  expérimentalement  en  pesant  les  deux  aires. 

289.  Roulettes.  —  On  nomme  roulette  la  courbe  engendrée 
par  un  point,  lié  invariablement  à  une  courbe  qui  roule  sans 
glisser  sur  une  courbe  fixe.  Nous  supposerons  que  la  courbe  fixe 
est  une  droite,  et  nous  chercherons  l'équation  de  la  roulette. 

Prenons  la  droite  fixe  pour  axe  dçs  X  et  une  origine  O  [fig.  76) 

Fig.  75- 


quelconque.  Figurons  la  courbe  roulante  (G)  dans  une  de  ses 
positions;  soient  T  le  point  de  contact  avec  l'axe,  M  le  point  qui 
décrit  la  roulette.  Marquons  sur  (G)  à  partir  de  T,  en  allant  dans 
le  sens  TO,  un  point  Aq  tel  que  arc  TA^  =  TO  ;  ce  point  Ao  est 
un  point  déterminé  de  la  courbe  (G),  car,  en  vertu  de  l'hypo- 
thèse du  roulement  sans  glissement,  c'est  le  point  qui  était  en  0 
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a.lors  que  O  était  le  point  de  contact  de  la  courbe  roulante  et 
deOX. 

Soient  maintenant  O'x  et  iy y  deux  axes  rectangulaires  liés 
invariablement  à  la  courbe  roulante,  et  soient,  par  rapport  à  ces 
ctxes  : 

a  et  3  les  coordonnées  fixes  du  point  M;  ^  et^  celles,  va- 
riables, du  point  T,  qui  est  le  point  de  contact  de  la  courbe  et 
de  la  droite  à  l'instant  considéré;  x  ely  sont  liés  par  l'équation 
de  la  courbe  roulante  rapportée  aux  axes  O'^  et  O' y  :  on  peut 
les  supposer  exprimées  en  fonction  connue  d'un  paramètre  tj 
a:  =  x{t),y=y{t); 

s  la  longueur  de  l'arc  AoT  :  on  a  vu  que  s  =  OT; 

8  l'angle  de  la  tangente  TX  avec  l'axe  O'^r. 

Menons  MQ  parallèle  à  O'y;  TQ  parallèle  à  O'^r,  et  projetons 
la  ligne  TQM  sur  les  axes  (rectangulaires)  OXet  OY;  il  vient,  en 
grandeur  et  signe, 

TP  =      TQcosO-hQM  sinO  =     (a  — ic)cosO  H-(P  —  ^)  sinO, 
PM  =— TQ  sinO-hQMcose  =— (a  — a?)  sinO -h  (p  —  ^)  cosô; 

c'est-à-dire,  en  appelant  X  et  Y  les  coordonnées  de  M  par  rapport 
aux  axes  fixes  OX  et  OY, 

D'ailleurs  on  a  (n°  56) 

dx  =  c?5Cos6, 
dy  =  ds  sinô, 

ou,  en  divisant  par  <//, 

ds       t,  .       ds  .   ^ 

^'~  di^      '        ^'"^  5/^*"  ' 

ce  qui  donne 

les  trois  radicaux  ayant  le  même  signe,  ce  qu'il  est  important 
d'observer. 
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En  porlant  ces  valeurs  de  cosO  et  sinQ  dans  (i),  on  a 

Tt  ^''  ^^  5î  P^"^  ^^  valeur  (i), 


(a-a:):r'-4-0-^)y 


\-J  y/x^ 


1/37'*-+- y*  «^^ 

(3)  <  V  j^ 

Il  est  inutile  de  fixer  la  limite  inférieure  de  l'intégrale  qui 
figure  dans  X,  car  cela  revient  à  ne  déterminer  X  qu'à  une  con- 
stante près,  c'est-à-dire  à  déplacer  la  roulette  parallèlement  à  l'axe 
des  X. 

Les  formules  (3),  oà  les  trois  radicaux  ont  le  même  signe  y 
le  signe  -f-  par  exemple,  donnent  les  expressions  des  coordonnées 
X,  Y  du  point  M  en  fonction  d'un  paramètre  t\  la  roulette  est 
donc  paramétriquement  déterminée.  Dans  ces  formules,  x{t) 
et  j^(^)  désignent  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
courbe  roulante  par  rapport  à  des  axes  liés  à  cette  courbe  et  sont, 
par  suite,  des  fonctions  connues  du  paramètre  t. 

290.  Applications.  —  i®  Cycloïde  allongée  ou  raccourcie. 
C'est  la  roulette  décrite  par  un  point  lié  à  une  circonférence 
roulante;  elle  est  dite  cycloïde  allongée  ou  raccourcie  selon 
que  le  point  générateur  est  extérieur  ou  intérieur  à  la  circonfé- 
rence. 

Les  équations  paramétriques  de  la  circonférence  étant 

ir  =  Rcosr,        ^  =  Rsinf, 

remplaçons  x  ^\.y  par  ces  valeurs  dans  (3);  il  vient 

X  =  —  (a  —  R  cos  <)  sin  f -h  (  P  — R  sin  i)  cosf -f- R«  =  P  cosf  —  a  sinf  4- R^ 
Y=— (1— Rcosf)cos^  — (P  — RsinO  sin<  =  R  — p  sin/  — acos/. 

On  peut,  sans  diminuer  la  généralité,  supposer  a  ou  ^  nul. 

Si  le  point  générateur  est  sur  la  circonférence,  on  fera  p  =  o, 
a  =  R,  et  Ton  retrouvera  les  formules  paramétriques  qui  corres- 
pondent à  la  cycloïde. 


CHAPITRE   III.   —   INTÉGRALES   DEFINIES.  297 

^rc  de  la  cycloide  raccourcie.  —   On  a,  en  supposant  j3  =  o 
dans  les  formules  précédentes, 

a?  =  R^  —  asinf,        ^  =  R  —  acos^, 

d'où  l'on  lire  dx  et  dy  en  fonction  de  t  et  dt^  ce  qui  donne  : 

d*«=<f/*[(R  — acosf)»+a«sin«^]  =  é/««(R«-i- a«~  aaR  cosO, 

et,  en  remplaçant  cosf  par  cos^ sin^-» 


ds  =  dt  */(  R  —  a)»cos«  -  -h  (  R  -i-  a)»sin«  -  • 

Posons  -  :=  o;  nous  obtenons 

ds  =  ido  /(R  —  a)*cos'?p  -f-  (R  -+-a)*sin'ç. 

C'est  une  intégrale  elliptique  de  même  forme  que  celle  qui 
donne  l'arc  d'ellipse;  Tare  de  cycloïde  raccourcie  ou  allongée 
s'exprime  donc  par  un  arc  d'ellipse. 

L'arc  qui  répond  à  un  tour  complet  de  la  circonférence  géné- 
ratrice s'obtient  en  faisant  varier  Tangle  f  de  o  à  2tc  et,  par  suite, 
C9  de  o  à  Tc;  cet  arc  est  donc 

/•w 

2/     /(R  — a)«cos'cp -f- (R -h  a)*sin*cpe^<p; 

on  voit,  en  se  reportant  au  n^  287,  que  sa  longueur  est  égale  à 
celle  de  l'ellipse  dont  les  demi-axes  sont  R  —  a  et  R  -h  a. 

Pour  une  cycloïde  allongée,  les  demi-axes  de  l'ellipse  corres- 
pondante seraient  a  —  Ret  a-f-R. 

2**  Chaînette.  —  C'est  la   roulette  engendrée   par   le   foyer 
d'une  parabole  roulante.  On  a,  pour  la  parabole,  x  =  — >  et,  en 

supposant  que  y  soit  le  paramètre  /,  ^=1,  a?'=  — •  Portons 
ces  valeurs  dans  les  formules  (3),  en  y  remplaçant  a  et  ^  par  les 
coordonnées  du  foyer,  à  savoir  -  p  et  o;  il  vient  : 
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et 


(4) 


Y  =  ^/7ïT7ï 


Dans  l'expression  de  X,  remplaçons  l'intégrale  par  sa  valeur 
obtenue  au  n^  286;  il  vient,  après  réductions, 

et,  en  ajoutant  la  constante  —  -  log/?,  ce  qui  ne  fait  que  déplacer 
la  courbe  parallèlement  à  l'axe  des  X, 

(5)  x=^iog^^l:tv5!±Z. 

L'équation  cartésienne  de  la  chaînette  s'obtient  en  éliminant/ 
entre  (4)  et  (5),  ce  qui  se  fait  ainsi.  On  a,  par  (5), 

d'où,  en  vertu  de  (4), 

îX 

y  =  pe''  -h  '2  Y  : 

si  l'on  porte  enfin  cette  valeur  de  y  dans  (4),  il  vient,  en  élevant 

Fig.  76. 
Y 


au  carré  et  en  posant  -^  =  p\ 

2  ^  -^ 

On  dit  que  l'axe  des  X  {fig-  76)  est  la  base  de  la  chaînette^ 
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3°   Volumes  et  aires  des  surfaces  de  résolution. 

291.  Volumes.  —  Soit  une  courbe  plane,  y  =y(x)^  qui,  en 
tournant  autour  de  O^  (fig*  77)1  engendre  une  surface  de  révolu- 
tion ;    admettons  sans  définition  précise,  pour  cette  surface,  la 


notion  du  volume  compris  entre  un  parallèle  fixe,  d'abscisse  Xq, 
et  le  parallèle  mobile  d'abscisse  x.  Ce  volume  est,  dès  lors,  une 
fonction  de  Xj  que  nous  désignerons  par  V(a;). 

Il  est  aisé  de  calculer  la  valeur  principale  de  son  accroisse- 
ment AV,  quand  X  devient  a; -r-rf^;  AV  est,  en  effet,  le  volume 
engendré  par  la  révolution  du  trapèze  curviligne  MMT'P,  com- 
pris évidemment  entre  ceux  qu'engendrent  les  rectangles  MNP'P 
et  N'M'P'P,  c'est-à-dire  entre  izy^dx  et  7t(j^  +  ^y^dx.  Donc 

Tzy}dx  <  AV  <  T,{y  -f-  iiyydx. 

Les  deux  termes  extrêmes  ont  même  valeur  principale,  tzy^dx^ 
laquelle  est,  dès  lors,  celle  de  AV;  de  sorte  que 


ou 


d\  =  Tzy^dx 
d\ 


dx 


=  7:7s. 


On  en  conclut,  en  remontant  aux  primitives, 
V=  I  iz y*  dx -h  const.=    1     izy^dxy 

puisque  V(j?)  doit  s'annuler  pour  x  =  Xq. 

292.  Aires.  —  De  même,  l'aire  comprise  entre  les  parallèles 
d'abscisses  Xq  et  Xy  sur  la  surface  de  révolution,  a  pour  accroisse- 
ment l'aire  engendrée  par  la  révolution  de  l'arc  MM',  qui  a  même 
valeur  principale  que  l'aire  engendrée  par  la  corde  MM'  (tronc  de 
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cône);  si  donc  A.{x)  est  l'aire  considérée,  on  a 

dk  =  valeur  principale  de  izMM'iy  -h  y  -h  A^), 

c'est-à-dire 

d\  =  ht: y  y/ 1  -+-  y'^  dx  ; 

d'où,  en  vertu  du  raisonnement  fait  plus  haut, 
A  =  27C    /     yyj\  -H  y'^  dx. 

293.  Exemples.  —   i**   Volume  de  V ellipsoïde  de  réi^olution. 
Le  volume  compris  entre  le  parallèle  x  et  l'équaleur  (jr  =  o) 

est,  puisque  y  =  -  yja}  —  x^, 

Le  volume  total  de  rellipsoïde  s'obtient  en  faisant  x-=a  et  en 
doublant  le  résultat  : 

a°  ^£>e  rfe    V ellipsoïde  de  révolution,   —   L'aire  comprise 
entre  Téquateur  et  le  parallèle  x  est 

A  =1  21:  j    y^i-h  y'^dx  =  2iî  /     ^y^-h y^y'^dx. 
Or  l'équation  de  l'ellipse  méridienne  donne 

d'où 

A  =  2iT—   /     v/a*(a«—  a?*) -4-  b^x*  dx  =  aie—   /     /a* — c^x^dXj 
en  posant  tojjours  c*  =  a^ —  6^.  On  est  ramené  à  l'intégrale 


J\/$-^'<^^ 


qu'on  sait  calculer,  et  qu'on  a  obtenue  en  particulier  aux  n'^^io 
et  279. 


3oi 


CHAPITRE  IV. 

EXTENSION  DE  LA  NOTION  D'INTÉGRALE  DÉFINIE. 


Nous  avons  essentiellement  supposé  jusqu'ici  que  la  fonction  à 
intégrer  était  continue  entre  les  limites  d'intégration  et  qu'aucune 
de  celles-ci  n'était  infinie  (n°  264);  essayons  maintenant  de  nous 
afiranchir  de  ces  restrictions,  en  commençant  par  le  cas  des  limites 
infinies. 


I.  -  LIMITES  INFINIES. 


294.  Définition.  —  Si  la  limite  supérieure,  par  exemple,   est 
infinie j  on  définit  l'intégrale  par  la  relation 

/•■*■*  r^ 

j        /(a:)  cte  =  limite,  pour/?  =  -4-00,  de    I     f(x)dx, 

définition  qui  n'a  de  sens,  bien  entendu,  que  si  le  second  membre 
a  une  limite,  quand  p  tend  vers  l'infini;  tout  revient  donc  à  voir 
si  cette  limite  existe. 

Or,  on  ne  peut  donner  de  règle  générale  permettant  de 
reconnaître,  dans  tous  les  cas,  l'existence  de  la  limite;  c'est  ainsi 
que,  dans  la  théorie  des  séries,  il  n'y  a  pas  de  règle  générale  pour 
reconnaître  la  convergence.  Comme  dans  la  théorie  des  séries,  on 
ne  peut  qu'indiquer  des  règles  particulières  y  qui  reposent  sur  la 
comparaison  de  l'intégrale  proposée  avec  des  intégrales  à  limite 
supérieure  infinie,  qu'on  sait,  a  priori,  être,  ou  non,  finies  et 
déterminées. 

295.  Observations  générales.  —  i**  Supposons  que  la  fonc- 
tion f{x)  ait  une  limite.  A.,  quand  x  tend  vers  l'infini  ;  A  doit 

nécessairement  être  nul,  pour  que  l'intégrale    /     f{x)dx  puisse 

être  finie  et  déterminée. 
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Supposons,  en  effet,  A  non  nul,  et,  pour  fixer  les  idées,  A  >  o; 
à  partir  d'une  valeur  suffisamment  grande  de  x,  x  =  y,  la  fonc- 
tion/(^r)  restera  comprise  entre  deux  nombres  positifs  non  nuls, 
A<  et  A2  ;  l'intégrale  proposée,  prise  entre  q  et/?,  est  donc  comprise 
entre  les  deux  intégrales 

Al    /     cix    et     Aj   /     dx, 

•  '/  '7 

c'est-à-dire  entre  A|  {p  —  q)  et  A.2{p  —  ?),  quantités  qui  lendeat 
vers  l'infini  positif  en  même  temps  que  p. 

2"  Cette  condition  n'est  d'ailleurs  pas  nécessaire,  c'est-à-dire 
que  rintégrale  considérée  peut  avoir  une  valeur  finie  et  déter- 
minée sans  que  la  fonction  /{x)  ait  une  limite  (nulle)  pour  x  =oc. 

Par  exemple,  si  f{x)  change  une  infinité  de  fois  de  signe 
quand  x  tend  vers  4-oo,  c'est-à-dire  si  la  courbe  y=f(x)  tra- 
verse une  infinité  de  fois  l'axe  des  a;,  l'aire  indéfinie  comprise  entre 
cette  courbe,  l'ordonnée  fixe  x=za  et  l'axe  Ox  a  pour  expression 

A=    /     f{x)dx  =  consl.-^ai — aj-Has — a^-h,.., 

û^n  ^3)  •  •  •  ij^ff-  78)  étant  les  aires  des  boucles  situées  au-dessas 

Fig.  78. 


de  Oo:;  ^2,  a4,  . . .  celles  des  boucles  situées  au-dessous  (n®  274). 
L'aire  totale  A  se  présente  ainsi  sous  la  forme  d'une  série,  et, 
pour  qu'elle  ait  une  valeur  finie  et  déterminée,  il  est  nécessaire 
que  le  terme  général  an  tende  vers  zéro  :  cela  peut  se  produire 
sans  que  l'ordonnée  /(x)  de  la  courbe  tende  vers  zéro,  pour 
X  infini;  il  suffira  que  les  bases  An A^n^i  des  boucles  successives 
aient  pour  limite  zéro. 

Citons,  comme  exemple,  Vintégrale  de  Fresnel, 

0 
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C|iii  est  Gnie  et  déterminée,  ainsi  que  nous  le  verrons  plus 
bas  (n®  301)  :  ici /(a:),  c'esl-à-dire  sina;^,  ne  tend  pas  vers  zéro, 
et  oscille  entre  —  i  et  +  i,  quand  x  tend  vers  Tinfini;  comme 
d'ailleurs /(^)  s'annule  pour  x-=^\frvk^  la  base,  A^A^^.!,  d'une 
boucle  a  pour  longueur 

n r—        / —  (n-t-i)?:  — /ITT 

/(n  -h  i)ic  — //iir  =    ]  ' -=^  = 


/(/i  -f-  i;ir  -h/rnc       /(n -i-i)it-+-v/w7r 

quantité  qui  tend  bien  vers  zéro  pour  n  infini. 

Il  n'est  même  pas  nécessaire,  pour  que  l'intégrale  soit  finie,  que 
la  fonction  /(^),  dans  le  cas  où  elle  n'a  pas  de  limite  quand  x 
croît  indéfiniment,  présente  une  infinité  de  changements  de  signe; 
elle  peut  demeurer  constamment  positive,  par  exemple  :  mais  alors 
il  faut  que  les  intervalles  pendant  lesquels /(^)  reste  supérieure  à 
à  un  nombre  quelconque,  A,  si  petit  soit-il,  aient  une  somme,  t, 

finie;    car  l'intégrale     /     f{x)dx    est   évidemment    supérieure 

«/a 

à  Ao-.  Nous  donnerons  plus  loin  (n®  309)  un  exemple  de  ce  cas 
singulier. 

Dans  les  applications,  on  n'a,  en  général,  à  étudier  que  des 
intégrales  pour  lesquelles  f{x)  tend  vers  zéro,  et  voici,  à  leur 
sujet,  les  règles  particulières  les  plus  usuelles. 

296.  On  procède  par  comparaison  avec  l'intégrale  /     —  >  qu'on 

peut  calculer  directement.  Cette  intégrale  (en  supposant  a  >  o, 
pour  éviter  la  discontinuité,  qui  correspondrait  à  j;  =  o,  de  la 

fonction  -^  )  est  finie  et  déterminée  pour  /i  >  i ,  infinie  pour  /i<  i . 

Cela  résulte  immédiatement  des  relations 


JrP  dx 
]     —  =  log/>  — loga  (srn  =  i). 

a        ^ 


On  déduit  de  là,  par  comparaison,  le  théorème  suivant,  qui  est 
d'une  application  fréquente. 
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297.  Théorème.  —  Sif{x)peutse  mettre  sous  la  forme  ^^^^ 
la  fonction  ^{x)  ayant  une  limite  finie  et  non  nulle  pour  x  in- 
fini, l'intégrale  1     f{x)dx  a  une  valeur  finie  et  déterminée 

quand  n>\,  et  une  valeur  infinie  quand  n  <  i . 

• 

La  démonstration  résulte  immédiatement  des  remarques  du 
numéro  précédent.  Soit,  en  effet,  A  la  limite  de  ^{x)^  A  étant  par 
hypothèse  difTérenl  de  zéro.  A  partir  d'une  valeur  suffisamment 
grande  de  a;,  a;  =  y,  la  fonction  ^{x)  restera  comprise  entre  deux 
nombres  A4  et  A2,  ayant  le  même  signe  que  A;  supposons,  pour 
fixer  les  idées,  que  ce  soit  le  signe  +.  On  aura  dès  lors  (n**  263, 
Corollaire  111) 


^  dx       r^^{x)dx      .     r^dx 


Pour  n<  i,  les  deux  intégrales  extrêmes  augmentent  indéfini- 
ment avec  /?,  comme  on  Ta  vu  au  numéro  précédent,  c'est-à-dire 
que  l'intégrale  intermédiaire  croît  aussi  indéfiniment.  Pour  «>!, 
les  deux  intégrales  extrêmes  tendent  vers  une  limite  finie  pour 
p  infini,  de  sorte  que  l'intégrale  intermédiaire  reste  finie. 
D'ailleurs  cette  intégrale. 


s 


a:« 


dx, 


augmente  avec  /?,  car  tous  ses  éléments  sont  positifs  en  verlu  de 
rhjpothèse  que  ^{x)  reste  compris  entre  A|  et  Aa;  c'est  donc 
une  fonction  qui  croît  avec  p,  sans  pouvoir  dépasser  un  nombre 
fini;  elle  a,  par  suite,  une  limite  finie  et  déterminée  pour/?  =3C. 

c.  Q.  F.  D. 

On  a  un  théorème  pareil  lorsque  la  limite  inférieure  de  l'inté- 
grale est  —  00,  et  aussi  lorsque  les  deux  limites  sont  respective- 
ment —  c»  et  4-00.  Les  remarques  suivantes  s'appliquent  égale- 
ment à  ces  deux  cas. 

298.  Remarque  I.  —  Dans  le  cas  de  n  >  i ,  il  n'est  pas  néces- 
saire, pour  que  l'intégrale    /     ^       dx  ait  une  valeur  finie  et  dé- 
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terminée,  que  'i(j:)  ait  une  limite  finie  et  non  nulle  pour  x  infini  ; 
//  suffit  que  ^(»r)  demeure  fini  (*). 

En  effet,  dire  que  i({jc)  reste  fini,  c'est  dire  que  i^{x)  demeure 
compris,  pour  x>  q^  entre  deux  nombres  A<  et  Aj.  Si  A<  et  Aa 
sont  de  même  signe,  la  démonstration  ci-dessus  est  valable  sans 
modification  et  ))rouve  que  Tintégrale  proposée  a  une  valeur 
finie  et  déleiminée. 

Si  A|  et  A2  sont  de  signes  contraires,  A|<o,  A2  >•  o,  c'est- 
à-dire  si  'i(^)  change  de  signe  une  infinité  de  fois  entre  x=^q 

et   a:=:-f-2C),  la  courbe  r=  - — -  a  la  forme  ci-dessous.  Elle  est 

P'g-  79- 


comprise,  par  hypothèse,  à  partir  de  Tabscisse  x=iq,  entre  les 
deux  courbes 


A, 
y  =  —  , 


X«0      I     /  X 

^—~  dx^  est  donnée  par 

la  série 

A  =  a\  —  a\-h-  cLz  —  ûfi -H. . . , 

ai,  fla,  . . .  ayant  la  même  signification  qu'au  n**  293,  2**. 


(>)  C'est-à-dire  que  la  fonction  '^{x)  peut  avoir  une  limite  nulle,  ou  mémo 
n'avoir  aucune  limite,  pourvu  qu'elle  reste  comprise  entre- deux  nombres  finis. 
H.  ao 
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La  somme  s  des  termes  positifs  de  cette  série, 

5  =  ai  -+-  as  -h  a^  -h . . . , 

est  finie  et  déterminée,  puisqu'elle  est  évidemment  inférieure  à 
-^;  il  en  est  de  même  de  la  somme  s-,  des 
termes  négatifs,  pris  en  valeur  absolue, 

5' =  ai -H  ai  H- ag -h . . . , 

f      — '■-  Or  il  est  clair 

7     "^'^ 
que  si  deux  séries,  s  et  5',  à  termes  positifs,  sont  convergentes, 

la  série  obtenue  en  retranchant  des  termes  de  la  première  les 

termes  de  la  seconde,  dans  un  ordre  quelconque,  est  convergente 

et  a  pour  somme  s  —  5'.  L'aire  A  est  donc  finie  et  déterminée. 

C.  Q.   F.  D. 

299.  Remarque  II.  —  Dans  le  cas  de  /i^  i ,  il  n'est  pj^s  néces- 
saire,  pour  que  l'intégrale   /     ^-^dx  ait    une    valeur   infinie, 

que  '^{x)  ait  une  limite  finie  et  non  nulle  pour  x  infini  ;  il  suffit, 
a  fortiori,  que  A(^),  pour  x  >  ^r,  garde  un  signe  constant  et 
reste  supérieur  en  valeur  absolue  à  un  nombre  positif  A|. 

Si,  au  contraire,  i^{x)  a  une  limite  nulle  pour  x  infini,  ou 
si  '\{x)  ne  garde  pas  un  signe  constant  quand  x  tend  vers  +qc, 
il  y  a  doute,  et  l'intégrale  peut  avoir  une  valeur  finie  et  déter- 
minée, comme  on  va  le  montrer  par  un  exemple. 

300.  Exemple.  — -  Soit  l'intégrale 

pour  o<;ai^i  (*)  :  ici  <|'(^),  c'est-à-dire  sin^,  oscille  entre 
—  1  et  -h  I ,  et  l'on  ne  peut  rien  affirmer. 

/*  *  s  i  II  J7 
- — —dx  (où  l'on  a  pris  i  pour  limilc  inférieure 

afin  d'éviter  la  discontinuité  qui  correspond  à  a:  =  0)  est  finie  et  détermin^^ '" 
vertu  de  la  rennarque  I. 
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Pour  établir  que  1  a  une  limite,  construisons  la  courbe 

__  sinj? 

à  droite  de  Oy. 

Elle  se  compose  d^une  infinité  de  boucles,  de  plus  en  plus  apla- 
ties, coupant  Ox  aux  points  d'abscisses  o,  ir,  27r,  . . . ,  /itc,  .  • . . 

Soient,  en  valeur  absolue,  aj,  aj,  «3,  ...  (Jig'  80)  les  aires 

Fig.  80. 


f-*mu\^mum»^i^  y 


ombrées  des  boucles  successives;  on  a 

I  =  ai  —  ct^-h  cii — «4  +  .... 

Or  les  quantités  ai,  ^2,  .  • .  vont  en  diminuant;  car,  à  un  élé- 
ment —^dx  de  Taire  «<,   par  exemple,   correspond  Félément 

-. dx.  ou  — —  dx.  de  laire  «a,  inférieur  au  premier 

en  valeur  absolue,  puisqu'on  a  évidemment 

-  sinj?    ,                ,       sinrr        , 
mod aj:  >  mod ax, 

pour  toute  valeur  positive  de  x. 

De  plus,  Taire  ap  lend  vers  zéro  lorsque  p  tend  vers  Tinfini, 
car,  en  valeur  absolue,  celle  aire  est  inférieure  à  celle  d'un 
rectangle  de  base  ir,  dont  la  hauteur  décroît  indéfiniment. 

L'intégrale  I  se  présente  ainsi  sous  la  forme  d'une  série  à  termes 
alternativement  positifs  et  négatifs,  qui  décroissent  en  valeur 
absolue  et  ont  zéro  pour  limite;  elle  a  donc  une  limite  finie  et 
déterminée. 

301.  Remarque  I.  —  Ce  résultat  e»t  d'autant  plus  intéressant 
que  l'aire  totale  des  boucles  situées  au-dessus  de  Oor,  à  savoir 
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«i  +  ^sH-»..,  est  infinie,  de  même  que  Taire  totale  des  boucles 
situées  au-dessous;  on  établit  ce  point  sans  difficulté  (*). 

Remarque  II.  —  En  particulier,  si  l'on  suppose  n=  -y  on  voit 
que  l'intégrale  /  — ^  dx  est  finie.  Par  le  changement  de  variable 
X  =  «2,  elle  se  réduit  au  double  de  \ intégrale  de  Fresnel{n''  295) 

0 

qui  est  dès  lors  finie  et  déterminée.  11  en  est  de  même  de  l'intégrale 
analogue 

/     cos  u*  du  y 
ainsi  qu'on  l'établit  aisément. 


/**  dx 
(')  Cela  revient,  en  effet,  à  démontrer  que  Tinlégrale    /      -— -  (mod  sinjr)  e>t 

infinie,  et  il  suffira  pour  cela  de  montrer,  puisque  mod  sinx>  sin*j?,  que 

r^^^^dx 

est  infini.  Or  on  a 


Pdx 
x**  ' 


Ji  -2?"  ^1  ^'*  Jy 

ce  qui  est  infini  pour  j9  =  oc,  puisque  n  ^  i.  D'ailleurs, 

rf'sin^x        _    r^'cos^-x        __     rP  CQS2X 
Ji        ^'^       ^      Ji        ^^       ^'~      Ji         ^"        ^' 

ce  qui  est  fini,  pour  p  =  <x>,  comme  on  le  voit  en  posant  aj;  =  u  et  en  faisant  un 
raisonnement  pareil   à   celui  du  n^*  300.  Il  eu  résulte  que  les  deux   intégrale» 

/       ^ — -^  dx  cl   I      — ^^^  rfj?  sont  infinies,  pour  /i<  I. 
Ji         ^  Ji         X 
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IL  —  DISG0NTINUIT£  DE  LA  FONCTION. 


302.  Cherchons  maintenant  à  étendre  la  notion  d'intégrale  dé- 
finie au  cas  de  la  discontinuité  de  la  fonction. 

i"  Si/(:r)  est  discontinue  pour  la  limite  supérieure  6,  on  défi- 
nit l'intégrale  par  la  relation 

/     fi^)  ^^  —  limite,  pour  t  =  o.  de    /  f{^)  dx, 

définition  qui  suppose  que  le  second  membre  a  une  limite  déter- 
minée et  finie,  quand  e  tend  vers  zéro  par  valeurs  positives. 

2**  On  définit  de  même  l'intégrale,  dans  le  cas  oii  la  fonction 
est  discontinue  pour  la  limite  inférieure,  par  la  relation 

/     y(j?)  û^  =  limite,  pour  e'=  o,  de     /        f{x)dxj 

quand  e'  lend  vers  zéro  par  valeurs  positives. 

3**  Enfin,  si  la  fonction  est  discontinue  pour  une  valeur  c,  com- 
prise entre  a  et  6,  on  posera 

I     f  {x)  dx  =  limite  de    j         f{x)dx-h  j       f{x)dx, 

S  et  e'  tendant  vers  zéro  indépendamment  l'un  de  Tautre,  et  par 
valeurs  positives. 

303.  Observons  que/(^)  peut  être  discontinue  de  deux  ma- 
nières :  1°  ou  bien,  pour  x  =  c,  /(^)  a  deux  valeurs  finies  diffé- 
rentes, c'est-à-dire  que  /(c  —  e)  et  f{c-^  e)  ont  respectivement 
des  limites  différentes,  lorsque  e  lend  vers  zéro  par  valeurs  posi- 
tives; 2.^  OU  bien,  pour  x  =  c,  f{x)  devient  infinie. 

Dans   le   premier   cas,    la   courbe  y=zf(^x)   a    la   forme    ci- 
dessous  (Jig-  8i). 
L'intégrale 

Jf     =  lim   /  -h  lira   / 
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est,  malgré    la    disconlinuité,    finie    et  déterminée,    car    Tinlé- 
tend,  pour  e  =  o,  vers  l'aire  curviligne  A,  et  Tinté- 

grale    /        tend  de  même  vers  l'aire  A'.  Il  en  résulte  qu'une  dis- 
continuité    de   cette    nature    n'empêche    pas    l'intégrale    d'être 


déterminée. 


Fig.  8i. 


0     a. 


A' 


H  en  est  autrement  des  discontinuités  dues  au  passage  de/(x) 
par  l'infini;  dans  ce  cas,  comme  dans  le  cas  des  limites  infinies^ 
on  ne  peut  d'ailleurs  indiquer  que  des  règles  particulières,  ana- 
logues à  celles  des  n°*  297-299. 

304.  Si  f{x)  est  infini  pour  ^  =  c,  l'intégrale  /  f{x)dx 
pourra,  selon  les  cas,  être  finie  ou  non.  Ainsi  l'intégrale 

/     ,  {a<c<b) 

est  finie  pour  «  <  i;  elle  est  infinie  ou  indéterminée  pour  /i^i. 
Cela  résulte  des  inégalités 


r'-^      dx      ^      r      r     ~i  1         1 

r''       dx      _     f    r    I f       1 

et,  dans  le  cas  de  n  =  i ,  des  relations 

/•^"-'    dx         ,  t  r^      dx         ,      . 

Ja  ^  —  ^  ^c  —  a  J         x  —  C 


(pour  n^i), 


Les  seconds  membres  de  ces  relations  ne  restent  finis,  pour  e 
et  e'  nuls,  que  si  n  est  inférieur  à  l'unité. 
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On    déduit   de    là,   par   une   méthode    semblable  à  celle   des 
jjos  297_299^  les  propositions  suivantes  : 

305.  Théorème.  —  Si  f{x)  peut  se  mettre  sous  la  forme 
.         — ~5  la  fonction  ^{x)  étant  finie  et  non  nulle  pour  x  =  Cj 

l* intégrale    1    f(x)dx  {où  a<ic<ib)  a  une  valeur  finie  et 

déterminée  quand  /i<;i,  et  une  valeur  infinie  ou  indéter-^ 
minée  (*)  quand  n^i , 

Remarque  I.  —  Dans  le  cas  de  n<i\^  il  n^est  pas  nécessaire, 
pour  que  l'intégrale  ait  une  valeur  finie  et  déterminée,  que  la 
fonction  i{{x)  soit  finie  et  non  nulle  pour  ^  =  c;  il  suffit  qu'elle 
soil  finie. 

Remarque  II.  —  Dans  le  cas  de  /i^i,  il  n'est  pas  nécessaire, 
pour  que  l'intégrale  soit  infinie  ou  indéterminée,  que  la  fonc- 
tion i(a:)  soit  finie  et  non  nulle  pour  :r  =  c;  il  suffit  que,  lorsque  ar 
lend  vers  c,  ^{x)  finisse  par  garder  un  signe  constant  et  par 
rester  supérieure,  en  valeur  absolue,  à  un  nombre  positif  non 
nul. 

306.  On  peut  d'ailleurs  déduire  directement  ces  propositions 
de  celles  des  n***  297-299,  en  ramenant,  par  un  changement  de 
variable,  le  cas  de  la  discontinuité  à  celui  de  la  limite  infinie. 

D'après  la  définition 

Xf{x)dx=\\m\iQàe,    j         f{x)dx-h   1       f{x)dx, 

on  a  deux  limites  à  étudier.  Tune  pour  e  =  o,  l'autre  pour  e'=  o. 
Soit  d'abord  l'intégrale 


X%(-)(^; 


(*)  Nous  disons  infinie  ou  indéterminée  parce  que  Tintégrale  considérée  est, 
par  définition,  la  limite  de  la  somme  de  deux  autres  intégrales,  qui  sont  toutes 
deux  infinies,  mais  dont  les  signes  peuvent  être  contraires. 
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posons-y 

I 

X  —  c  =  — ; 
u 

elle  devient 

A-c- 
et Ton  est  ramené,  puisque  e'  tend  vers  zéro  par  valeurs  positives, 
au  cas  de  la  limite  supérieure  infinie  et  positive. 

Donc  (n°*  297-299),  si  a  —  n  est  supérieur  à  i,  c'est-à-dire 
si    rKii'i   l'intégrale  (i)  est    finie   et  déterminée,    pourvu    que 

•Me  H — j  reste  fini  pour  u  infini,  c'est-à-dire  pourvu  que  i(-r) 

reste  fini  pour  x  =  c.  De  même,  l'intégrale  (i)  est  infinie  si  a  —  n 
est  égal  ou  inférieur  à  i,  c'est-à-dire  si  /î^  i ,  et  si  A (x),  quand  x 
tend  vers  c,  garde  un  signe  constant  et  reste,  en  valeur  absolue, 
supérieur  à  un  nombre  positif  non  nul. 

On  Iraiterait  de  même  l'intégrale   /        ,  en  posant  x  —  c  =  — -> 

et  l'on  arriverait  à  des  conclusions  identiques. 


III.  -  APPLICATIONS  ET  EXEMPLES. 


307.  Fonctions  rationnelles.  —  Soit  la  fonction  rationnelle 


^(.7-)  = 


ok^X)        By:r/' -h  BiX/'-i  —  . .  . 


F  et  ç  étant  des  polynômes  en  x^  premiers  entre  eux,  de  degrés /n 
et  p\  pour  que  l'intégrale 


OÙ  a  et  6  sont  finis,  ait  une  valeur  finie  et  déterminée,  il  faut  el  il 
suffit  que  ^{x)  ne  s'annule  pas  entre  a  et  b.  Car,  si  ^{x)  s'annule 
pour  x  =  c^  on  aura 
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rt  étant  au  moins  éeal  à  riinité  :  d'ailleurs  la  fonction  ^,      a  une 

valeur  déterminée,  non  nulle,  pour  x^=^c^  et  dès  lors,  puisque 
71  ^  I,  intégrale  n'a  pas  de  valeur  détermiirée  (n**  30o). 

Si  une  limite  est  infinie,  si  &  =  -f-  co  par  exemple,  il  faut,  pour 
que  rintégrale  (2)  ait  un  sens,  non  seulement  que  ©(^)  ne 
s^annule  pas  entre  «r  et  -f-oc,  mais  encore  que  le  degré  du  numé- 
rateur, F(:r),  soit  inférieur,  de  deux  unités  au  moins,  au  degré  du 
dénominateur  <p(x).  Car  on  peut  écrire 


-m  I  I  I  * 


^       '       xi* 


la    quantité   entre   crochets   a  une  limite  finie,   non   nulle,   ^% 
^  Do 

|>our  j:  infini;  il  faut  et  il  suffit  donc  (n**  297),  pour  que  Tinté- 
^rale  (2)  ait  une  valeur  finie  et  déterminée,  que  p  —  m  soit  supé- 
rieur à  l'unité,  c'est-à-dire,  puisque  m  elp  sont  entiers,  qu'on  ait 

p  —  m  ^2. 

£n  particulier^  pour  que  l'intégrale     / dx  ait  une 

valeur  finie  et  déterminée,  il  faut  et  il  suffit  : 

1®  Que  <p(^)  n'ait  pas  de  racine  réelle; 

2®  Que  le  degré  de  o(^)  surpasse,  de  deux  unités  au  moins, 
celui  de  F(x), 

308.  Exponentielles.  —  On  sait  qu'une  puissance  positive 
quelconque  de  e^  est  infiniment  grande  par  rapport  à  toute 
puissance  de  .r,  pour  x  infini;  c'esl-à-dire  que  le  produit  e~"^^x" 
tend  vers  zéro  quand  x  croît  indéfiniment,  quel  que  soit  /i,  pourvu 
que  m  soit  positif. 

Cela  rappelé,  désignons  par  a  une  quantité  positive  quelconque, 
et  considérons  l'intégrale 


/■ 


ç-mx^n  dx  (^  W  >  O  ). 
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Elle  est  finie,  car  on  peut  l'écrire 


^n  ^'  Jn  ^* 


et  la  fonction  ^(x),  c'est-à-dire  e~'"-^x'''*"*,  a  zéro  pour  limite,  quel 
que  soit  /i,  pour  ^  =  +  oo  :  donc  (n**  298),  l'intégrale  est  finie  et 
déterminée.  On  a  supposé  a  positif  pour  éviter  la  discontinuité 
qui  correspondrait  à  a;  =  o,  si  /i  était  négatif. 
Si  a  était  nul  et  n  négatif,  l'intégrale 


/■ 


.  -  dx        (  /i'  >  o  ) 


serait,  à  cause  du  point  de  discontinuité  x  =  o,  infinie  pour  ri^w 
elle  serait  finie  et  déterminée  pour  n'<i   (n°  305);  car,  pour 
j;=  o,  la  fonction  4'(-^)î  c'est-à-dire  e"^^ ^  est  égale  à  l'unité. 
En  particulier,  l'intégrale 


r 


e-^x"^-^  dxy 


qui  sera  étudiée  dans  le  Cours  de  seconde  année  comme  fonction 
de  a  (fonction  eulérienne),  est  finie  et  déterminée  lorsque  a  est 
positif;  elle  est  infinie  lorsque  a  est  nul  ou  négatif. 

309.  Exemple  d'un  cas  singulier.  —  Soit  l'intégrale 

dx 


=/ 


La  fonction  à  intégrer, /(a;),  est  ici  x''^{s\Ti^x)  ';  elle  reste 
constamment  positive  et  devient  infinie  une  infinité  de  fois  entre' 
et  00,  car  sinjc  s'annule  pour;r  =  7t,  27î,  . . .,  /i7t,  ...  ;  néanmoins, 
l'intégrale  a  une  valeur  finie. 

En  efi^et,  entre  rnz  et  (n  -4-  Oit,  — :  est  inférieur  à  — ^-r»  de  sorte 
que  l'on  a 


{/i-f-l)7C  ^(n-»-l)ir 


dx 


1 
"'^  (sin«ar)' 
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Je  dis  que  l'intégrale  qui  figure  au  second  membre  a  une  valeur 
finie,  A,  indépendante  de  n;  posons-y,  en  effet,  ^  = /nx +  ;:,  elle 
devient 

dz 


f 


égale  évidemment  à 


*^o    (sin«3) 


et  tout  revient  à  démontrer  que  cette  dernière  intégrale  est  finie. 
Or,  entre  o  et  -  >  la  fonction  (sin^.s)'''»'  ne  devient  infinie  que 
pour  z  =  o,  et  Ton  peut  écrire 


la  fonction  A (5),  c'est-à-dire  (--  ^\  >  est  égale  à  1  pour  5  =  0, 
et  l'exposant  ^>  de  ^,  est  inférieur  à  i  :  l'intégrale  est  donc  finie 
et  déterminée  (n®  303).  Par  suite  on  a,  d'après  (3), 


i 


(n-H»)ir  ^ 


f{x)dx< 


S-ttS 


Il  en  résulte  évidemment  que  la  valeur  de  l'intégrale 

f    f{x)dx 

est  inférieure,  quel  que  soit/?,  à  la  somme  de  la  série 

A  A  A  A  /         I  I  \ 

somme  qui  est  finie,  puisque  la  série  S/i~-  est  convergente(n®  130). 
L'intégrale  est  donc  finie  quel  que  soit/7,  et,  puisqu'elle  augmente 
avec/?,  ses  éléments  étant  tous  positifs,  elle  a,  pour  p  infini,  une 
limite  finie  et  déterminée.  c.  q.  f.  d. 
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De  même,  a  fortiori,  l'intégrale 
/*-  dx 


qu'on  déduit  de  la  précédente  en  augmentant  le  dénominateur, 
est  finie,  et,  par  suite,  déterminée  :  ici,  la  fonction  J{^)  ne 
devient  pas  infinie  entre  x  =  7t  et  a:  =  co,  mais  elle  atteint  une 
infinité  de  fois  la  valeur  i . 

310.  Calcul  des  intégrales  généralisées.  —  La  formule  fonda- 
mentale 

(i)  f  f(T)dx  =  V(b)-V{a), 

où  F(.r)  désigne  une  fonction  primitive  de /(^),  est-elle  appli- 
cable au  cas  où  la  fonction  f{x)  est  discontinue  entre  a  et  6,  et 
au  cas  d'une  limite  infinie? 

1**  Supposons    d'abord    une   limite   infinie,   6  =  4-00;    on   a, 
si  f{x)  est  continue  entre  a  et  +  oo, 

f  fKx)dx  =  V{p)^¥(a\ 

et  cela  quelque  grand  que  soit/?;  par  suite,  en  passante  la  limite, 

{x)dx  r=  F(x)— F(a). 


La  formule  (i)  est  donc  applicable  si  la  fonction /(x)  est  continue 
entre  les  limites  d'intégration  et  si  F(oo)  a  une  valeur  déterminée. 

2°  Si  /(^)  est  discontinue  entre  a  et  6,  pour  a:  =  c,  on  a,  en 
la  supposant  continue  entre  a  et  c  —  e,  et  entre  c  -H  s'  et  6, 

Ç        f{x)dx==F{c-z)^Fia), 

/         /{x)dx=^F(b)        — F(c-he'), 

•-  r  -f-  6' 

d'où,  en  ajoutant  membre  à  membre  et  faisant  tendre  e  et  e'  vers 
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zéro, 

j    f(x)dx  =  F(£>)— F(a)-hlimF(c  — S}  — limF(c-hE'). 

Si  F(j;)  est  continue  pour  ^  =  c,  F(c  —  e)  el  F(c  H-  e')  ont 
une  même  limite  F(c),  et  Ton  a  encore 

(I)  f  f(x)dx=F(ù)-F{a). 

La  formule  est  donc  applicable  si  la  fonction  F(^)est  continue 
au  point  de  discontinuité  de/(^);  elle  peut  être  en  défaut  dans 
le  cas  contraire. 

Soit  par  exemple /(x)=  jf   ';  cette  fonction  est  discontinue 

pour  x  =  o,   mais   sa  primitive,   F(a:)=-j;^,  est  continue  au 

même  point  ;  la  formule  est  donc  applicable,  et  Ton  a,  par  exemple, 


J..  1  '^ 


Au  contraire,  si  /(x)  =  x~^^  la  primitive,   F(x)  = >  est 

discontinue  pour  x  =  o;  la  formule  peut  être  en  défaut  entre 
deux  limites  qui  comprennent  zéro.  Elle  donne  effectivement  un 
résultat  inexact  : 

dx 


C^"  dx  /i\-^i 


ce  qui  est  absurde,  car  le  premier  membre,  somme  d'éléments 
positifs,  ne  peut  être  négatif.  En  réalité,  —  devenant  infini  pour 
a:  =  o,  et  l'exposant  2  étant  >  i,  l'intégrale  proposée  est  infinie. 

311.  Un  exemple  d'une  nature  analogue  est  celui  de  l'intégrale 


/ 


où  /(^)  désigne  une  fonction  de  or,  continue  entre  a  et  6,  saut 
peut-être  en  certains  points,  où  elle  devient  infinie. 
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L'intégrale  indéfinie  esL  arc  lang/(a:);  pour  préciser,  el  puisque 
les  diverses  valeurs  de  l'arc  tang  diffèrent  entre  elles  de  la  quan- 
tité constante  Arir,  nous  prendrons  pour  intégrale  indéfinie  la 
fonction  Arctang/(^),  la  lettre  A  désignant  l'arc  unique  compris 

entre   —  -  et  +  -  dont  la   tangente   est  f{x).  Cette    fonction, 

Arctang/(^),  est  une  fonction  continue  de  x^  à  moins  c\\\ef{x) 
ne  passe  par  l'infini  en  changeant  de  signe  :  car  si /(  j?)  passe 
par  exemple  de  +00  à  — 00,  Arc  tangy(;r)  passe  brusquement 

de  4-  -à--. 

Si  donc  f{x)  ne  devient  pas  infinie  quand  x  varie  de  a  à  6,  ou 
si  f{x)  passe  par  Tin  fini  sans  changer  de  signe,  la  fonction 
Arc  tangy(a:)  sera  continue  de  a:  =  a  à  ^  =  6,  et  l'on  reconnaît 
comme  plus  haut  que  la  formule  (1)  est  applicable,  en  sorte  que 

r^     f  (  7•^ 

/     —^^r dx—  Arc  tanî;/(6) —  Arc  lanff/(«). 

Cette  formule  est-elle  encore  vraie  si /(a:),  quand  x  varie  dert 
à  6,  passe  par  l'infini  en  changeant  de  signe? 

Supposons  que,  de  a  à  6,  f{x)  passe  une  seule  fois  par  l'infini, 
pour  ar  =  c,  en  allant  de  +  co  à  —  00,  par  exemple.  On  peut  alors 
appliquer  la  formule  ci-dessus  dans  chacun  des  deux  intervalles 
«,  c  —  E  et  c  +  e',  b)  il  vient  ainsi 


/ 


iVyff^j^-^  =  ^*'^  tang/(c  — s)—  Arc  lang/(aX 


J      rijZn  "^^    ^  '^'''^  ta"?/('0         -  Arc  tang/(c  -4-  t). 

Or,  par  hypothèse,  /{c  —  s)  tend  vers  -|-  00  quand  e  tend  vers 
zéro;  Arc  tangy*(c  —  e)  tend  donc  vers  -;  de  même,  puisque 
f{c-\-e')  tend  \ers  —00  pour  e'r=  o,  Arc  tang/(c+ e')  lentl 
vers  —  -'•  11  vient  donc,  en  ajoutant  membre  9  membre  les  deux 
relations  précédentes,  et  en  faisant  tendre  e  et  e' vers  zéro, 


£ 


,  ^/\x)  ^^  ""  ^^"^  ta"g/^*)-  Arc  tang/(«)-+-  r. 
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Si,  pour  :r  =  t?,  f{x)  eût  passé  de  — oo  à  H-oo,  on  aurait  eu  — u 
311    lieu  de  'ii  dans  le  second  membre. 

13'une  manière  générale,  il  résulte  de  là  que  si /(a;),  lorsque  x 
va  de  a  à  6,  passe  k  fois  de  -f-  oo  à  —  oo,  et  ^'  fois  de  —  oo  à  +  oo, 
on  aura 

f  -^^^^:r=  Arclang/(6)-Arctang/(a)H-(A'-A-')7t. 

312.  Application,  —  Soit  à  évaluer,  en  coordonnées  polaires, 
l'aire  de  l'ellipse 

p'(A  cos*a>  -h  aB  costo  sinw  -h  C  sin^w)  =  i. 

qui  a  pour  équation  cartésienne  Aa:^4-  '2.]^xy  -f-  Cj^'-=  i ,  et  dont 
le  centre  est  à  l'origine  :  pour  que  la  courbe  soit  une  ellipse 
réelle,  il  faut  et  il  suffit  que  AC  —  B^  et  C  soient  positifs. 

Soit  S(ci))  l'aire  du  secteur  elliptique  compris  entre  les  rayons 
vecteurs  d'angles  polaires  o  et  co;  on  a 


c' 

esl-à-dire 

C?S  =    -  p*C?0), 

rfS  = 

1 

dm 

•2  A 

COb' 

'to  -h  •>,  B  C(»>cu  siiito  H-  Csin*a> 

Posons 

tangto 

=  L 

w  =  arc  tang/, 

rtoj  = 

I  -+-  t- 

f 

il 

vient 

rfS=l 

dt 

, 

Cdf 

A    -4-! 

lY^t 

-+-C/Î   ~    2  (C/-T- 

B)t-4- AC  — 

B2 

I 

^AC  — B* 

V/AG  — B»; 

Si  donc  on  pose 

C  tangto -4- B  Cf-hh 

/  (  eu  )  =  -    =      , ^^  ^ 

V^AG-B*  /AG~B^ 

on  aura 

/  {  a>)  do)  =     ■  -  > 

•^  /AG  -  B* 
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et,  par  suite, 


d'où 

I  r"  f(0)d(i 


S  = 


On  a  ainsi  à  calculer  une  intégrale  du  tjpe  qui  vient  d'être 
étudié,   la  fonction  /(O)  devenant  infînie,  entre  o  et  2ir,   pour 


2 

Donc  : 

1°  Si  w  est  compris  entre  o  et-*  on  aura,  puisque /(8)  ne  de- 
vient pas  infinie  entre  o  et  to, 

(2)        S  =       ,  r     Arc  tang — .-  — Arctang  -  1; 

2v/AC— B«L  v^AG-B*  Va^G  — B*J 

2°  Si  <o  est  compris  entre  -  et  —  ?  la  fonction  /(O),  lorsque  & 
croît  de  o  à  0),  devient  infinie  pour  0  =  -%  et  passe  alors  de  4-  ao 

à  — 00,  puisque  C  est  positif;  donc  S  est  donnée   par  la  même 
formule  (2),  où  l'on  ajoute  le  terme  -j-it  dans  le  crochet; 

3°  Si  (1)  est  compris  entre   -^-^  et  211,  /(6)  passe  de  4-  »  à  —  30 
pour  6=  -  et  0  =  — ;  on  doit  donc  ajouter,  dans  le  crochet  du 

second  membre  de  (2),  le  terme  -\-  2tz. 

En  particulier,  pour  to=  2  7t,  S  devient  Taire  de  l'ellipse;   les 
deux  Arctang  se  détruisent  et  il  reste 

S=— =^=-.. 
v/AG  —  B2 
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CHAPITRE  V. 

PROPRIÉTÉS  DIVERSES  RELATIVES  AUX  INTÉGRALES  DÉFINIES. 


I.  -  INTÉGRATION  DES  SÉRIES;  DÉRIVATION. 


313.  Intégration.  —  Il  peut  êlre  utile,  pour  calculer  une  inté- 
grale définie,  de  développer  en  série  la  fonction  à  intégrer  :  l'in- 
tégrale de  la  série  est-elle  la  somme  des  intégrales  des  termes  de 
celle-ci?  Voici  à  ce  sujet  le  théorème  fondamental. 

Théorème.  —  L'intégrale,  entre  des  limites  finieSy  d\uie 
série  uniformément  convergente  dans  un  intervalle  qui  com- 
prend ces  limites,  s'obtient  en  faisant  la  somme  des  intégrales 
des  termes  de  la  série. 

Soit  en  effet  S(x)  la  somme  d'une  série  uniformément  conver- 
gente (n®  136),  pour  une  valeur  x  comprise  dans  l'intervalle  de 
convergence  uniforme;  désignons  par  a  el  b  deux  quantités  de  ce 
même  intervalle.  On  a 

d'où 

(i)       1     S{x)dx=  j     u^{x)dx-^..,'¥  I     Un(x)dx-Jr  I     T{„{x)dx, 

La  série  S{x)  étant  uniformément  convergente,  on  peut  prendre 
N  assez  grand  pour  que  modR„(^)  soit  inférieur  à  un  nombre 
donné  e,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  6,  et 
pour  toute  valeur  de  n  égale  ou  supérieure  à  N;  on  a  ainsi,  dans 
ces  conditions, 

mod   /     ^n{^)dx%t  j     dx=t{b  —  a). 

Donc  si  (6  —  a)  est  fini,  c'est-à-dire  si  les  deux  limites  a  et  b 
sont  finies,  on  pourra  prendre  N  assez  grand  pour  que  le  premier 

H.  21 
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membre  soit  aussi  petit  que  Ton  veut,  pour  toutes  les  valeurs 
de  n  au  moins  égales  à  N;  et  par  suite,  d'après  (i),  la  série  indé- 
finie 

/    u^{x)dx'^  j     Ui(x) dx -h . , . 
aura  pour  somme  la  quantité    /     S{x)dx. 


Q.    F.     D. 


314.  Il  est  indispensable  d'introduire  dans  la  démonstratioa 
précédente  la  notion  de  convergence  uniforme. 

Voici,  par  exemple,  un  raisonnement  qui  figure  dans  un  ancien 
Traité  d'Analyse.  On  écrit  la  série 

S(a7)  =  ai(a:)-f-. .  .H-  a„(j7)-f.  R^Ca?); 

puisqu'elle  est,  par  hypothèse,  convergente,  R/t(^)  tend  vers  zéro 
pour  n  infini.  Si  maintenant  on  intègre  les  deux  membres  entre 
a  et  6,  il  vient 

/     ^{x)dx=.  I     Uidx-h,..-^  I    Undx-h  I     ^ndx, 

J,t  Jfi  Ja  *Ja 

et,  puisque  R»  tend  vers  zéro  à  mesure  que  n  augmente,    /     R«  dx 

tend  aussi  vers  zéro.  Donc. .  .. 

La  faute  de  ce  raisonnement  est  la  suivante. 

Pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  6,  la  série  S  est  con- 
vergenle;  c'est-à-dire  que  Rrt(^)  tend  vers  zéro,  à  mesure  que 
n  augmente,  x  restant  fixe.  Mais  si  l'on  fait  à  la  fois  varier  n  et  j:, 
rien  ne  prouve  que  R«(x)  tende  vers  zéro;  et,  comme  dans  l'inté- 
grale 

^n{x)dx 


l 


X  est  essentiellement  variable,  on  n'a  pas  le  droit  de  dire  que  l'in- 
tégrale a  pour  limite  zéro,  quand  n  augmente  indéfiniment. 

315.  Un  exemple  va  le  confirmer. 

Reprenons  la  série  non  uniformément  convergente  du  n**  137, 


CHAPITRE  V.   —   PROPRIÉTÉS  RELATIVES  AUX  INTÉGRALES  DEFIMES.       Slî 

pour  laquelle  od  a 


(ar«-hj)'»-*-* 


Ce  reste  tend  vers  zéro  quand  x  a  une  valeur  fixe  réelle  quel- 
conque, et  quand  n  augmente  indéfiniment  :  car  pour  x  =^  o, 
R/ï_i  {x)  est  nul,  quel  que  soit  /i;  et  pour  x  non  nul,  l'exponen- 
lielle  (i +:r^ )"■*'*,  de  base  supérieure  à  Tunité,  est  infiniment 
g^rande  par  rapport  à  /?,  quand  n  tend  vers  Tinfini.  Néanmoins 
l'intégrale 


^0 


-i{x)cix 

ne  tend  pas  vers  zéro,  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  car  on  a 
r*         nx        j    _       '  r        ï        V  _  '  ^ 

expression  qui,  pour  /i  =  oo,  est  égale  à  -• 

316.  Dérivation.  —  La  question  de  la  dérivation  des  séries  est 
liée  à  la  précédente;  on  va  établir  que  : 

Théorème.  —  Si  une  série  S{x)  est  convergente  dans  un 
intervalle  ab,  et  si  la  série 

2(ar)  =  u\{x)'hu'^{x)-h,. ., 

des  dérivées  de  ses  termes,  est  non  seulement  convergente,  mais 
uniformément  convergente  dans  cet  intervalle,  ^{x)  sera  la 
dérivée  de  S{x),  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b. 

On  a  en  effet,  en  désignant  par  j^  une  quantité  comprise  entre 
a  et  6, 

f    I.{x)dx=  f  u\(x)dx-h..,-^  f  u'n{x)dx-h,..j 

puisque  la  série  S(a?)  est  uniformément  convergente;  ou 

/     2(a?)û?x  =  [ai(7)— Wi(a)]-+-...-+-[a«(7)— a„(a)]-+-..., 
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c'est-à-dire  (n«  129,  6») 


f    I.(x)dar  =  S{jr)-S{a), 


relalion  qui  montre  bien  (n®  265)  que  ^(r)  est  la  dérivée,  par 
rapport  à  jKj  deS(^) — S(a),  c'est-à-dire  de  S(j^). 

C.    Q.    F.     D. 

317.  Remarque.  —  Quand  la  série  S(x)  converge,  la  série  des 
dérivées  de  ses  termes  peut  ne  pas  converger.  Ainsi  la  série 

sin:r        sin5*.r  sinn'j* 

est  convergente,  puisque  les  modules  de  ses  termes  sont  inférieurs 
aux  termes  de  la  série  convergente  dont  le  terme  général  est  —  ; 
mais  sa  dérivée  ne  saurait  être  représentée  par  la  série 

cosj^  -H  cos4  J'  -H. .  .-h  cosn^x  -h.  .  ., 
qui  n'est  pas  convergente. 

Applications. 

318.  Développement  de  arc  si  112*.  —  On  part  de  la  formule  du 
binôme  généralisée  (n®  161),  pour  m  = 1 

«  ,  ,,--1  1     ,  i.3...(>.  n  —  i)    . 

=  (l  —  X^)      *  =  I-+-   -X*-|-...H ; r»«-|- 


Cette  série  de  puissances  a  pour  cercle  de  convergence  le  cercle 
de  rayon  i  (n*^  161),  et  converge  dès  lors  uniformément  dans  tout 
cercle  intérieur;  en  particulier  elle  converge  uniformément  lorsque 
X  est  réel  et  compris  entre  — p  et  -j-p,  p  étant  aussi  voisin  de  i 
qu'on  veut,  mais  inférieur  à  i.  On  peut  donc  intégrer  la  série 
entre  o  et  x^  pourvu  que  moAx  soit  plus  petit  que  p,  ce  qui  donne 

1  x^                 1.3. .  .(-in  — i)    j-sw+i 
Arc  smx  =  X  -^ nr-^'-*-' ; h. . ., 

•1     S  2 . 4 ...  2  /l  -2/1-1-1 

développement  valable  entre  — p  et  -+-p,  c'est-à-dire  entre  —  i 
et  -I-I ,  ces  limites  pouvant  être  exceptées. 
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319.  Développement  de  arcianga?.  —  On  part  de  la  série 

=  1  —  X^-{-  X'"  —  37*  -h ...  , 


I  -h  X^ 

qui,  de  même,  converge  uniformément  lorsque  x  est  réel  et  com- 
pris entre  —  p  et  -h  p.  Donc,  en  intégrant  entre  o  et  x^ 

a?3        x^ 
Arc  tangip  =  x —  -k- . . ., 

développement  valable  quand  x  est  compris  entre  — i  et  4-i, 
ces  limites  pouvant  être  exceptées. 

Des  considérations  plus  délicates,  dues  à  Abel,  montrent  que 
les  développements  de  Arcsin^c  et  Arc  tangue  sont  encore  valables 
pour  .r  =z!=  i. 


II.  —  DÉRIVATION  SOUS  LE  SIGNE 


/■ 


320.  Soit /(a:,  a)  une  fonction  de  x^  dépendant  d'un  para- 
mètre a;  rintégrale 

(I)  1=  r  f{T,a)dx, 

où  les  limites  a  et  6  sont,  soit  des  constantes  absolues,  soit  des 
fonctions  de  a,  est  une  fonction  du  paramètre  a.  Lorsque  l'inté- 
gration de  /(.37,  a)  par  rapport  à  x  est  impossible  à  l'aide  des 
fonctions  élémentaires,  on  définit  ainsi  une  fonction  nouvelle, 
dont  il  est  généralement  impossible  de  donner  d'autre  expression 
que  l'expression  (i)  :  on  va  indiquer  comment  on  peut  former  sa 
dérivée  par  rapport  à  a. 

321.  Règle  de  Leibnitz.  —  Supposons  d'abord  les  limites  a  et  6 
indépendantes  de  a,  et  donnons  à  ce  paramètre  un  accroisse- 
ment h\  il  vient,  pour  l'accroissement  AI  de  l'intégrale, 

^ï=y   [/(^,a-4-/i)-/(ar,a)]rf:r, 
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et  la  dérivée  de  I  par  rapport  à  a  est  la  limite,  pour  h  =  o,   de 
Texpression 


h 


Or  la  quantité  sous  le  signe    /  a  pour  limite,  quand   h   tend 

vers  zéro,  a:  et  ol  restant  fixes  y  la  dérivée  partielle  fl^x^ci)^  c'est- 
à-dire  que  l'on  a  : 

s  désignant  une  fonction  de  or,  a  et  A,  qui  a  zéro  pour  limite 
quand  h  tend  vers  zéro,  x  et  a.  demeurant  constants.  D'après  cela 


AI        /•*  r'' 


Dans  les  anciens. Traités  de  Calcul  intégral,  on  se  borne  à  faire 
observer  que  Fintégrale  /  e  dx  tend  vers  zéro,  puisque  e  lend 
lui-même  vers  zéro  avec  A,  et  il  reste 

d'où  cette  règle,  due  à  Leibnitz  : 

Règle.  —  La  dérivée  de  V intégrale  1  /{x,  cf.)dx  par  rap- 
port  au  paramètre  ol^  lorsque  les  limites  a  et  b  sont  des  con- 
stantes absolues,  s^ obtient  en  remplaçant^  sous  le  signe  f  ,  la 
Jonction  f  par  sa  dérivée,  prise  par  rapport  au  paramètre, 

322.  Mais  le  raisonnement  ci-dessus  est  insuffisant  :  e  ne  tend 
vers  zéro  avec  h  que  si  or  (aussi  bien  que  a)  reste  fixe,  et  dans 

l'intégrale    /     e  dx^  x  varie  de  a  à  6.  On  n'a  donc  pas  le  droit 

d'affirmer  que  cette  intégrale  ait  pour  limite  zéro  :  un  cas  analogue 
s'est  déjà  présenté  dans  la  question  de  l'intégration  des  séries. 
Pour  que  l'intégrale  eût  sûrement  zéro  pour  limite  il  faudrait 
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que,  pour  toutes  les  valeurs  de  h  de  module  suffisamment  pelil, 
pour  toutes  les  valeurs  de  ^comprises  entre  a  et  è,  et  poura  =  ao, 
la  fonction  e(x,  a,  A)  demeurât  inférieure,  en  valeur  absolue, 
à    un  nombre  donné,  e',   aussi  petit  qu'on  voudrait;  l'intégrale 

/*  .  .         . 

tdx  serait  alors  inférieure  à  t\b  —  a),  et  aurait  bien  zéro 
-, 

pour  limite  (*).  La  règle  serait  alors  applicable,  et  donnerait  la 
dérivée  de  I,  pour  a  =  ao.  Il  paraît  difficile  de  préciser  les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  auxquelles  doit  satisfaire  la  fonc- 
tion f{x^  a)  pour  qu'il  en  soit  ainsi;  aussi  se  bornera-t-on  à 
indiquer  un  cas  particulier,  très  étendu,  où  la  règle  s'applique  en 
toute  sécurité. 

323.  Ce  cas  est  celui  où  la  fonction  f{x^  cl  -f-  A)  vérifie  la  for- 
mule de  Taylor  réduite  aux  deux  premiers  termes  : 

Cela  suppose  (n®  o3)  : 

1°  Que  f{x^  a)  et  f!x{x^  a)  sont  des  fonctiong  continues  de 
la  variable  ol^  lorsque  a  varie  entre  deux  limites  a^,  aa;  et  cela 
quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  x  entre  a  et  b; 

a**  Que/gi  est  finie  et  déterminée  quand  a  reste  entre  a^  et  aj, 
et  X  entre  a  et  b. 

On  a  en  ce  cas 


Or,  si  aucune  des  limites  a,  b  n^esi  infinie,  la  dernière  inté- 
grale, au  second  membre,  est  finie,  puisque,  par  hypothèse,  /««  ne 
devient  infinie  pour  aucune  des  valeurs  de  a  et  x  respectivement 
comprises  entre  a,  et  a2,  a  et  6  :   le  produit  de  cette  intégrale 

(')  A  condition  encore  qu'aucune  des  limites,  a  et  h^  ne  soit  infinie. 
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par  -  /t  tend  donc  vers  zéro  avec  A,  et,  à  la  limite,  on  a  bien 


^  =y  fi{x,a)dx 


pour  toutes  les  valeurs  de  a  comprises  entre  «^  et  a,. 

C.     Q.    F.     D. 

324.  Si  les  conditions  du  n^  323  (ou  des  conditions  analogues} 
ne  sont  pas  remplies,  ou  si  l'intégrale  donnée  a  une  de  ses  limites 
infinie,  on  ne  peut  appliquer  avec  sécurité  la  règle  de  dérivation; 
une  discussion  spéciale  peut  devenir  nécessaire  dans  chaque  cas 
particulier. 

32o.  Remarque.  —  La  remarque  suivante  simplifie  cette  dis- 
cussion dans  le  cas  des  limites  infinies,  si  Ton  suppose  remplies 
les  conditions  du  n°  323. 

On  a  en  effet,  d'après  {2.)^  a  et  b  étant  supposés  finis, 

(3)        7r=/  /i(^'«)^'^-^.r/  rA^.^-^^h)dx. 

Supposons  que  b  tende  vers  l'infini;  la  limite  du  second 
membre,  pour  h  =  o,  sera  celle  de  son  premier  terme,  à  savoir 

si  l'intégrale 

f    /a.(^,  a-h^/i)dx 

a  une  valeur  finie  :  en  ce  cas  donc,  la  règle  de  Leibnitz  sera  sûre- 
ment applicable. 

Voici  au  contraire  un  exemple  d^ illégitimité  de  la  règle  de 
dérivation,  dans  le  cas  d'une  limite  infinie. 

Soit  l'intégrale 

qui  est  finie  et  déterminée  (n®  300);  c'est  dès  lors  une  constante 


absolue,  que  l'on  démontre  d'ailleurs  être  égale  à  -•  Faisons  le 


_j 
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changement  de  variable  x  =  aj^,  a  étant  une  constante  positive; 
il  vient 


La  dérivée  du  second  membre  par  rapport  à  a  doit  être  nulle, 
puisque  cette  intégrale  a  pour  valeur  une  constante  absolue;  or 
en  appliquant  la  règle,  on  trouverait,  pour  cette  dérivée, 

Jf      co%aydyy 
0 

eicpression  évidemment  indéterminée. 

3î26.  Si  les  limites  a  et  6  de  l'intégrale  proposée  (i)  sont,  non 
plus  des  constantes  absolues,  mais  des  fonctions  du  para- 
mètre a,  on  trouve  la  dérivée  en  appliquant  la  règle  de  dérivation 
des  fonctions  composées.  On  a 

d\       d\  db       dl  da        r^  ^,, 
di^Tb-da^dad^-^J     A(^,-)^^. 

dl  r^ 

La  dérivée,  -r^>  de    l    /{x,  (i)dx  par  rapport  à  la  limite  supé- 

rieure,  6,  étant/(6,  a)  (n°  265)  et—  étant  de  même  — /(«,  a)i 
il  vient 

g=/(6,«)^-/(«,«)g+jrV<;(-.«)'/- 


Intégration  des  différentielles  totales» 

327.  Problème.  —  Étant  donnée  une  expression  de  la  forme 
ILdx -{-Y  dy -{-Zdz^  où  X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  de  trois 
variables  indépendantes  x^  y,  z^  reconnaître  s'il  existe  une 
fonction  a,  de  x^  y,  5,  dont  cette  expression  soit  la  différen- 
rentielle  totale,  et  trouver  cette  fonction  u,  si  elle  existe. 

On  a  supposé,  pour  simplifier  Técriture,  qu'il  n'y  avait  que  trois 
variables  indépendantes;  l'énoncé  s'étend  de  suite  à  n  variables. 

Traitons  d'abord  le  problème  pour  deux  variables  seulement, 
l'expression  donnée  étant  X  rfa?  +  Y  dy. 
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SI  la  fonclion  u  existe,  on  aura  par  définilion 

Dérivant  la  première  de  ces  relations  par  rapport  à   x   et  la 
seconde  par  rapport  à  y^  on  obtient 


d^  u        dX 

d^u 

d\ 

djOf  ~  Oy 

df  ôx 

"  dx 

d'où  la  relation  de  condition 

'h 

_  d\ 

~  Ox' 

On  trouve  ainsi  une  condition  nécessaire  pour  que  Xrfj?-4- Y  dy 
soit  une  différentielle  exacte,  du\  je  dis  que  cette  condition  est 
suffisante,  c'est-à-dire  que,  si  elle  est  vérifiée,  la  fonction  u 
existe  :  pour  l'établir  on  va  former  cette  fonction. 


La  dérivée  de  u  par  rapport  à  x  doit  être  égale  à  X,  c'esl-à-dire 

du 
dx 

(5)  a=    f    \dx- 


que  ^-  =X-,  on  en  déduit,  en  intégrant  par  rapport  à  x. 


Xo  étant  une  constante  absolue,  choisie  à  volonté,  et  r  une  con- 
stante par  rapport  à  x^  c'est-à-dire  une  fonction  dey;  dans  l'inté- 
grale, y  est  traité  comme  constante. 

Il  faut  maintenant  déterminer  {f  de  manière  que  -p  soit  égal 
à  Y  :  à  cet  effet,  dérivons  les  deux  membres  de  (5)  par  rapport 
a  y,  en  appliquant  la  règle  de  dérivation  sous  le  signe   /  .  On  aura 


ày  "X     ày     ^'^  dy' 


Mais,  d'après  l'hypothèse  (4),  ^  =  -r-;  donc 
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Cette  relation  n'offre  aucun  caractère  d'impossibilité,  puisque 
les  deux  membres  sont  des  fonctions  de  y  seul,  x  ayant  disparu  : 
on  en  tire,  en  intégrant  par  rapport  à^', 


jtq   désigne   une  constante  absolue,  quelconque,  et  C  une  con- 
stante   par    rapport    à  y^   c'est-à-dire   une    constante    absolue, 
puisque  v  n'est  fonction  que  dej^. 
On  a  ainsi  pour  u  l'expression 

(6)  u=  j     \{Xyy)dT-\-   I    Y(xo,  j^)û?;^-l-consl. 

Au  second  membre,  Xq  Giy^  sont  des  constantes  arbitraires  que 
l'on  choisira  de  manière  à  simplifier  les  calculs;  dans  la  première 
intégrale,^  est  traité  comme  une  constante.  La  fonction  w  existe 
donc,  et  est  donnée  par  (6),  ce  qui  établit  le  théorème  (*). 

328.  Passons  maintenant  au  cas  de  trois  variables  indépen- 
dantes. On  voit,  comme  plus  haut,  qu'il  est  nécessaire,  pour  que 
ILdx  -{-Y dy-^Zdz  soit  une  différentielle  exacte,  que  l'on  ait 
identiquement,  quels  que  soient  ;r,jK>  -j 

dy  ~  dx  '  Oz  '    dx'  dz        dy 

Je  dis  que  ces  conditions  sont  suffisantes  :  montrons  pour  cela 
que,  si  elles  sont  vérifiées,  la  fonction  w,  définie  par  la  formule 
analogue  à  (6), 


(8) 


i  =       I     X(Xj  y,  z)  dx 

-h  I     Y(xo,yyZ)dy-^   1     Z(xo,  y o,  z)  dz -^  consi. y 

C)  Deux  fonctions,  u  et  U,  données  par  (6)  et  répondant  à  des  valeurs  diffé- 
rentes de  a?o  et  y^,  ont  mêmes  dérivées,  X  et  Y,  par  rapport  à  a?  et  y;  elles  ne 
différent  donc  que  d'une  constante,  c'est-à-dire  que  le  second  membre  de  (6)  ne 
contient,  en  réalité,  qu'une  constante  arbitraire,  addilive. 
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a  pour  dérivées  partielles,  par  rapport  à  x^  y,  5,  les  fonctions 
X,  Y,  Z  :  dans  la  première  intégrale  y  et  z^  dans  la  seconde  -, 
sont  traités  comme  des  constantes.  On  a  immédiatement 

En  second  lieu  : 

dX        dY 
et,  puisque  ^=:^-, 


du  _  r^'ôY 

ày  ~  Jy.    àx 

=  Y{x,  y,  z)—  Y(a:o,  y,  z)^  M (xo,  y,z)  =  Y{x,  y,  z). 

Enfin 


du 
àz 


=  /      ^  X(^»  y*  ^)  dx  -4-    /     ^^(5^0,  y,  z)  dy  H-  Z(To,  ro,  ^)r 
ou,  en  vertu  de  (7), 


=  Z(;r,  j^,  iï)—  Z(:ro,  J^,  ^)-+-  Z(a7o,  J^,  5)—  Z(aro,  J'o,  5)-h  Z(a:o,/o,2) 
=  Z{x,y,z), 

C.   Q.   F.  D. 

Les  formules  (7)  et  (8)  s'étendent  immédiatement  au  cas  d^in 
nombre  quelconque  de  variables  indépendantes. 

329.  Exemples.  —  1°  Soit  l'expression 

f{x)dx'\-^{y)dy\ 

c'est  une  différentielle  exacte,  car  ■--  f(^x)=z  ~-(p(j^)  =  o;  el 


u=  I     f{x)dx-^  I     (f  {y  )  dy  -h  const., 


ce  qui  était  évident  a  priori. 


2?  L'expression  ^  J^      ^^  est  une  différen  tielle  exacte,  comme 
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on  le  vériGe  de  suite  par  (4),  et  Ton  a 

y  dx  r^   x^  dv 

'     — —^ ^  const. 


La  seconde  intégrale  disparait  si  l'on  prend  arQ=o,  et  il  reste 

C^      y                                       X 
u=   I      ——^ — -^07-+- const.  =  arc  tang h  const. 


III.  -  SÉRIE  DE  FOURIER. 


330.  Lemxne.  —  On  a,  lorsque  m  est  un  entier  non  nul, 

(1)  I  s'mmx  dx  = Ccosm5™);j"^*'^=  o, 

résultat  qui  subsiste  évidemment  pour  m  =  o. 
De  même 

/     ,  r""^'""  .         J  o,        si     m>o, 

(2)  /  cosrnx  dx  =:  < 

J,,  i  21^,     s»     m  =0. 

Soient  maintenant  m  et  n  deux  entiers  positifs;  on  a 
f  sin  m  ar  005/137  rfj: 

a 

= --    /  sin{m-h  n)x  dx -{-  -    1  sin{ni  —  n)x  dx  =  o\ 

I  sinmx  sïnnx  dx 

=  -    /  [cos(/7i  —  n)a:  —  cos(m -f- /i)xj  û?a:  =  o,    si    ni\n^ 

=  TT,    si    m—n\ 

/T-4-Î7: 


(3) 


(4) 


cos/nx  cosnx  dx 


(5) 


=  -   /  [cos(m  — /i)a:-h  cos(m -h /i)a:]  é/j7  =  o,    si    m\n^ 


=  -ïî,    SI    m  =  n. 
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331.  Cela  posé,  supposons  qu'une  fonction,  /(^),  soit  repré- 
sentable, entre  x  =  aelx  =  a'^  27c,  par  un  développement  uni- 
formément convergent  de  la  forme 

/{x)  =  Ao-h  A|  cosa?  -+-  Aj  cosaa?  -h. .  .-f-  A«  cosnx  -{-... 


(6)     , 

(  H-  Bi  sina:  -h  Bj  sin2a7  4-. .  .-h  Bn  s'innx  -h. . .; 

il  est  aisé  de  calculer  les  coefficients  A  et  B.  Intégrons  en  effet  les 
deux  membres  de  (6)  entre  a  et  a  -h  27t^  l'intégrale  du  second 
membre  est  la  somme  des  intégrales  des  différents  termes,  puisque 
la  série  est  supposée  uniformément  convergente  ;  il  vient  ainsi 


/(x)  dx  =  ait  Ao, 


car  tous  les  autres  termes,  au  second  membre,  sont  nuls,  en  vertu 
de  (1)  et  (2). 
Donc 

ce  qui  détermine  Aq. 

Pour  calculer  A,j,  multiplions  les  deux  membres  de  (6)  par 
cosn^,  et  intégrons  ensuite  de  a  à  a-h  2ir;  il  vient,  en  tenant 
compte  de  (5), 

I  /{x)  cosnx  dx  =  TzXnr 

*'  a 

car  tous  les  autres  termes,  au  second  membre,  sont  nuls,  en  vertu 
de  (3)  et  de  (5). 
De  même 

f  f{x)%mnxdx  =  TzBn<i 

a 

ce  qui  donne 

(7)      A„  =  --    /  f{x)c.o^nxdx,        B«=-    /  /(a:)sinrtjrf/- 

Telles  sont  les  expressions  cherchées  des  coefficients. 

332.  Théorème  de  Dirlchlet.  —  Ces  calculs  supposent  essen- 
tiellement que  f{x)  est  développable  en  série  de  la  forme  (6)  et 
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que  cette  série  est  noa  seulement  convergente,  mais  uniformé- 
ment convergente  entre  a  et  a-i-  27c. 

Dans  quel  cas  sera-t-on  sûr  qu'il  en  est  ainsi,  c'est-à-dire  dans 
quel  cas  la  série 

Ao-h  AiCOS;r  -h. .  .-4-  X„cosnx  -h. . . 


(8) 

(        -H  Bi  sin:p -+-. .  .-h  B«  sin  na: -H. 

où  les  A  et  B  sont  remplacés   par  leurs  valeurs  (7),  sera-t-elle 
uniformément  convergente  et  aura-t-elie  pour  somme /(a:)? 

Nous  ne  traiterons  pas  cette  importante  question,  dont  la  solu- 
tion demande  d'assez  longs  développements;  bornons-nous  à 
indiquer  le  résultat. 


Si  f{x)  est  une  fonction  finie  et  continue  entre  a  et  a-\-  27t, 
pouvant  toutefois  posséder  un  nombre  fini  de  discontinuités 
sans  passage  par  l^ infini,  et  si  elle  n^a,  dans  Vinter\;alle  con- 
sidéré, qiCun  nombre  fini  de  ma^ima  et  de  minima,  la  série  (8), 
dite  de  Fourier,  représente  la  fonction  entre  a  et  a -]-  2n, 

Il  faut  observer  que,  si/(;r)  présente  des  discontinuités,  sans 
passage  par  l'infini,  entre  a  et  a+  ait,  les  intégrales  qui  définissent 
les  coefficients  A;,  et  B,^  sont  néanmoins  bien  déterminées  et  finies, 
et  qu'il  n'y  a  dès  lors  aucune  indétermination  dans  les  valeurs  de 
ces  coefficients  (n®  303)  (*). 

Dans  le  Cours  de  seconde  année,  nous  donnerons  la  démonstra- 
tion d'un  théorème  analogue  à  celui  de  Dirichlet  pour  une  fonc- 
tion d'une  variable  imaginaire,  mais  avec  des  restrictions  relatives 
à  la  continuité  de  la  fonction. 

333.  Remarque  I.  —  Le  théorème  précédent  offre  un  grand 
intérêt  analytique.  Il  permet  d'exprimer,  à  l'aide  d'une  série  dont 
les  termes  sont  continus,  des  fonctions  discontinues,  et  aussi 
de  représenter  par  une  même  série  deux  ou  plusieurs  fonctions 
différentes  :  voici  comment  ce  dernier  point  doit  s'entendre. 

Soient  Oi(x)   et  02(-^)   deux  fonctions  de  x,  continues  par 


(')  La  série  de  Fourier  donne  la  valeur  exacte  de/{x)  en  tous  les  points  (de 
Taxe  des  â?)  où  la  fonction  est  continue;  en  un  point  de  discontinuité,  elle  donne 
la  demi-somme  des  deux  valeurs  de  /{x)  en  ce  point. 
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exemple  entre  a  et  a  -\'  2tz]  soît  b  une  valeur  de  x  comprise  dans 
cet  intervalle.  Désignons  par /(x)  une  fonction  égale  à  Oi(j:} 
entre  a  et  6,  et  à  'f2(^)  entre  b  et  a-h  2tz:  f{x)  est  une  fonction 
continue  de  a  à  6  sauf  une  discontinuité  possible  en  6;  on  peut 
donc  la  développer  en  série  de  Fourier  : 

f(x)  =  Aq-»-  Aicosj"  -h. . . 
-4-  Bi  sin  a?-+-. . ., 

et  Ton  a  ainsi  une  série  qui,  entre  a  et  è,  représente  0|  (jr)  ei, 
entre  6  et  a  -f-  27t,  représente  Ç2(a*)*  ^^  pourrait  de  même  sup- 
poser qu'il  y  a  trois,  quatre,  . .  •  fonctions  <f  différentes. 

Exemple,  —   Cherchons  la  série   de  Fourier  qui  représente 
'^1  (^x)  =  i  entre  o  et  it,  et  ^t(x)  =  —  i  entre  iz  et  27:, 

On  a 

A«=  -    /       /(x)cosnxdx  =  -    /      i .cos n x dx -^  -    1       ( — i)cosnxdjr, 

car/(a:)  =  i  entre  o  et  -n,  et  =  —  1  entre  tc  et  27:,  On  en  conclut 
A„=o. 
De  même 


B„=-    I     sïnnx  dx —    -    /       s'm  nxdx 


^71 

(O,  si  n  est  pair, 

mz^  '0        ,17:^  '«         i  -^,  si /i  impair. 

\  mz  ^ 


Donc,  en  observant  que  Aq  est  nul  aussi,  on  a 

f{x)  "  -  (  sina?  -+-  -  sin3ar  4-  ^  sin  5a:  -+-. . .  j: 

sous  une  autre  forme,  la  série 


1    .    .,  !.. 

sina?-»-  -smiarH-  -sinoar-h. 
S  5 


est  égale  à  jy  quand  ^  est  compris  entre  o  ctiî,  et  à  —  ->  quand  x 
est  compris  entre  tz  et  271. 

334.  Remarque  II.  —  Il  résulte  de  la  Remarque  qui  précède 
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que,  dans  rintervalle  de  6  à  a  +  are,  inférieur  à  au,  on  pourra 
représenter  une  fonction  donnée,  «p(^),  par  une  infinité  de  séries 
de  Fourier;  car  il  suffira  de  se  donner  arbitrairement  une  fonc- 
tion <pi  (j?)  entre  a  et  6,  et  de  former  la  série  qui  représente  cp«  (^) 
entre  a  et  6,  et  f  (^)  entre  6  et  a  +  arc. 

Application.  Développement  en  série  de  cosinus,  —  Soit 
a=:  —  «n,  0  =  0,  a-h2Tc='Jt;  désignons  par  <p(:c)  une  fonction 
donnée  et  prenons  pour  <pi  (^),  entre  —  u  et  o,  la  fonction 

Développons  en  série  de  Fourier,  de  — ti  à  -f- ir,  la  fonc- 
tion/(j?),  qui  est  égale  à  'fï(^),  c'est-à-dire  à  cp( — a?),  entre  —  iz 
et  o,  et  à  ^{x)  entre  o  et  ti  :  cette  fonction  est  paire;  f{x)smnx 
est  donc  une  fonction  impaire,  et  l'on  a,  par  suite  (n®  263,  4^)) 


TrBrt=    /        f{x)%\nnxdx=^o. 


De  même  f{x)cosnx  est  une  fonction  paire,   et,   par  suite 

(no263,  4^), 


p  -Hit  >«1t 

'jrArt=    /        /{x)cosnx  dx  =z  1   j      ff{x)cosnx  dxy 
TtAo=    /     ^{x)dx. 


(9)         i 


Il  vient  ainsi,  pour  x  compris  entre  —  ir  et  +  tt, 
/{x)  =  Aq-h  AiCosa7-h  A2COS'2:r  -+-..., 

les  A  ayant  les  valeurs  (9);  c'est-à-dire,  puisque  /{x)  est  égal 
à  o(x)  entre  o  et  7t, 

(f{x)  =  \q-\-  Aicosar  -+-  AjCOS2a7  -h. . ., 

développement  de  'f(^)  en  série  de  cosinus,  valable  entre  x=  o 
et  x  =  iz. 

Développement  en  série  de  sinus,  —  Si  l'on  avait  choisi  ?pi  (^), 
entre  — tc  et  o,  par  la  condition 

(pi(ar)  =  — ^(  — a?), 

H.  23 
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la  fonction /(^)  définie  plus  haut  eût  été  une  fonction  impaire  : 
alors  les  A/|Sont  nuls,  les  Bn  ont  des  expressions  analogues  à  (9), 
et  l'on  obtient  ainsi  un  développement  de  y (jc),  valable  encore 
entre  o  et  it,  ne  contenant  que  des  sinus. 


IV.  -  CALCUL  APPROCHÉ  DES  INTÉGRALES  DÉHNIES. 


33o.  Quand  il  n'est  pas  possible  de  calculer  la  valeur  eiacte 
d'une  intégrale  définie,  on  a  recours,  dans  la  pratique,  à  des  mé- 
thodes d'approximation  qui  vont  être  exposées.  L'une  d'elles,  sur 
laquelle  on  ne  reviendra  pas,  est  le  développement  en  série  de  la 

fonction  sous  le  signe   /  ;  on  limite  ce  développement  à  quelques 

termes,  qu'on  intègre  séparément. 

336.  Méthode  des   trapèzes.    —   Pour    calculer     /    f{x)dx^ 

c'est-à-dire  Vaire  comprise  entre  l'axe  des  x^  la  courbe  1  :=  /[x) 
et  les  deux  ordonnées  x  =  a^  xz=  b  {Jig-  82),  on  la  divise  en 

Fig.  82. 


aires  plus  petites  en  menant  des  ordonnées  intermédiaires.  On 
substitue  ensuite  à  chacun  des  trapèzes  curvilignes  ainsi  obtenus 
le  trapèze  recliligne  de  mêmes  sommets,  et  la  somme  des  aires 
des  trapèzes  rectilignes  donne  une  valeur  approchée  de  Tintégrale 
proposée. 

Si  la  courbe  j^  =  f(^x)  est  tracée,  il  sera  bon  de  mener  des  or- 
données intermédiaires  équidislantes;  si,  au  contraire,  on  ne 
connaît  pas  exactement  la  courbe,  mais  seulement  la  valeur  de  r 


CHAPITRE  V.   —   PROPRIÉTÉS  RELATIVES  AUX  INTÉGRALES  DÉFINIES.      339 

pour  certaines  valeurs  de  or,  on  pourra  se  borner  à  mener  les  or- 
données qui  correspondent  à  ces  valeurs  de  Pabscisse. 

337.  Interpolation. —  On  remplace  la  courbe  y^=f{x)  par 
une  autre  qui  s^en  rapproche  entre  les  limites  d^intégration, 
y  =  ^(j;),  et  l'aire  correspondant  à  celle-ci  fournira  une  approxi- 
mation de  Taire  cherchée. 

Supposons  que,  pour  des  valeurs  x  =  ai ,  a2,  . .  e ,  a^,  comprises 
entre  a  et  6,  la  fonction  f{x)  ait  des  valeurs  j^i, ^2,  •  •  •  >  JO*  •  ^^ 
peut  choisir  pour  ^{x)  le  polynôme  d'ordre  n  —  1  qui,  pour 
X  =  «I,  . . .,  a/i,  est  égal  à  ^i,  . .  .,  yny  et  dont  l'expression 
classique  est 

^^    ^      -^^  («1-  «î). .  .(«1-  a»)        *        -^^  («/»-  «i). . .(««-  «/i-i) ' 

Si  l'on  intègre  ce  polynôme  entre  a  et  6,  on  obtient,  pour 
valeur  approchée  de  l'aire  primitive,  l'expression 

Jr   ?(a7)6?ar=7,I,H-7,Ij-h...-hj^„J«, 
a 

en  désignant,  pour  abréger,  par  I^,  . .  .,  I«  les  intégrales 

r*J>-a,)...(^-an)^ 
Jrt    (a,  —  a,)...(a, -a«) 

• > 

qui  ne  dépendent  pas  de  la  fonction /(^),  et  dont  le  calcul  théo- 
rique n'offre  aucune  difficulté,  puisqu'elles  portent  chacune  sur 
un  polynôme  entier  en  x, 

338.  Méthode  de  Cotes.  —  Il  n'est  pas  nécessaire  de  calculer 
les  intégrales  I  dans  chaque  cas  particulier;  le  calcul  peut  être 
fait  une  fois  pour  toutes  à  l'aide  d'un  changement  de  variable. 
Posons,  en  effet, 

x  =  a-\-{b  —  a)0,         d'où         dx  z=  (^b  —  a) d^ \ 
a\  =  a-^{b  —  a}0|, 
a%=^  a  -\-  {b  —  a)  O5, 
• . . ., 

a«=a4-(6--a)0„; 
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il  vient 


'  (e-eo(e-et)...(e-en-i) 
)...(e„~e«_,) 


I   ~^A      ^^  r'    (6-80(6-6, 


c«. 


Les  quantités  61,  629  •  •  •  «  Ba  sont  égales  respectivement  aux  rap- 
ports dans  lesquels  a^,  a^^  .*•  divisent  Tintervalle  ah.  Si  donc 
on  adopte  toujours  le  même  mode  de  division,  on  pourra  calculer 
une  fois  pour  toutes  les  intégrales  qui  figurent  dans  Texpression 
de  I| ,  .  . . ,  1,1  ;  appelons-les  K| ,  .  . . ,  K„  ;  il  viendra 

Cotes  suppose  qu'on  a  divisé  Tintervalle  ab  en  parties  égales,  e( 
que  le  point  a^  coïncide  avec  a,  le  point  an  avec  b, 

Fig.  83. 


^ 


^ 


(71.  «3) 


2 


On  a  alors 


Développons  le  calcul  en  supposant  /i  =  3;  il  vient 


(-0 


-û?Ô 


(-0 


et,  de  même. 


K,=  -,         K3=?; 
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d'où  l'expression  approchée  de  Taire  {fig-  83) 

On  trouverait  ainsi,  pour  n  =  4) 
h  —  a 


8 


(ri  + 3  j^, -H  3^8-4-^4); 


pour  /î  =  5, 


6  — g 
90 


(7^1  -t-  32^1  -h  i2^s  H-  32^*  -+■  Ty{), 


339.  Méthode  de  Simpson.  —  On  divise  Taire  en  n  parties  par 
des  ordonnées  équidistantes;  on  a  ainsi  à  évaluer  n  trapèzes  cur- 
vilignes. Pour  évaluer  approximativement  chacun  de  ces  trapèzes, 
on  en  mesure  Tordonnée  médiane  et  Ton  applique  la  formule  de 
Cotes  pour  71  =  3.  Sidonc  j^i,^2,  . .  .,y«+4  {fig^  84)  désignent  les 

Fig.  84. 


.v«j«r 

y^^i 

1 
1 

^ J^ 

r^ 

1 

y* 

1 
1 

1 

i 

1 
1 
1 

1 

longueurs  des  ordonnées  primitives,  y\^  y'^,   .  .  .,  y'^  celles  des 
ordonnées  médianes,  Taire  sera  donnée  par  la  formule  approchée 


b  — a 
6/1 


[iy\-^  iy\'^yt)-^'"-^{yn^\'^y',,-^ryn+ï)\, 


c'est-à-dire 
b  —  a 


6n 


[71 -4- aj'j^- 2^3-+-.  • .-+- a^„-4-^„4-i -H  4/t -H  4^^^  H- .  •  .-H  4y/i]- 
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CHAPITRE  I. 

THÉORIE  DU  CONTACT;  ENVELOPPES. 


I.  -  THÉORIE  DU  CONTACT. 


340.  Généralités.  —  On  peut  définir  une  courbe  plane,  soit 
par  la  relation  qui  lie  les  coordonnées  x,  y  d'un  de  ses  points,  soit 
en  se  donnant  les  expressions  àe  x  e\.  y  en  fonction  à^un  para- 
mètre ou  argument  /,  sous  la  forme 

(I)  x  =  x{t),      y  =  y{t). 

De  même,  pour  une  surface,  on  peut  se  donner  soit  l'équa- 
lion  f{x^  y,  z)  =  o  qui  lie  les  coordonnées  x^y^  z  d'un  point, 
soit  l'expression  de  ar,  y^  z  en  fonction  de  deux  paramètres  m  et  (^  : 

(a;  x=zx{u,v),       y=y(u,v),        z  =  z{u,  v). 

Dans  ce  dernier  cas,  l'équation  cartésienne,  /(x^y^  z)  =  o, 
s'obtiendrait  en  éliminant  u  et(^  entre  les  trois  relations  paramé- 
triques. 

Enfin,  une  courbe  gauche  peut  être  définie,  soit  par  l'intersec- 
tion de  deux  surfaces  :  /{x,  y,  z)  =  o;  g (Xj  y^  z)  =  o,  soit  par 
l'expression  des  coordonnées  x^y^  z  en  fonction  A^un  argument  t  : 

(3)'  x^x{t),      y  =  y(t),       z  =  z{t). 

Les  paramètres  directeurs  de  la  droite  qui  joint  deux  points  sont 
proportionnels  aux  variations  des  trois  coordonnées;  donc,  à  la 
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limite,  ceux  de  la  tangente  à  la  courbe  (3),  au  point  d'argument  t^ 

sont  proportionnels  à  dx^  dy^  dz,  c'est-à-dire  a  x'{t),  y'(0'  ^'(^)- 

De  même,  pour  la  surface  (2),  les  paramètres  directeurs  d'une 

tangente  quelconque,  au  point  d'arguments  ;/,  r,  sont  propor- 

tionnels  à  dx^  dy^  dz^  c'est-à-dire  à  j-du-i-  -x-dç,  ...;  et,  en 

faisant  varier  le  rapport  du  :  dç',  on  obtient  ainsi  les  directions  de 
toutes  les  tangentes  à  la  surface  au  point  considéré.  On  vérifie  de 
suite  qu'elles  sont  dans  un  même  plan. 

341.  Points  simples  sur  les  courbes  ou  surfaces.  —  Étant 
donnée  la  courbe  plane 

(l)  x  =  x(t)y         y  =  y(t), 

pour  Tétudier  au  voisinage  du  point  M,  d'argument  ^o?  on  sup- 
posera toujours  que  les  fonctions  x{t)^  y{^)  sont  développables 
en  séries  de  Taylor,  convergentes  dans  un  certain  cercle,  ordonnées 
suivant  les  puissances  croissantes  de  ^  —  t^  \  admettons,  déplus, 
qu'à  un  point  de  la  courbe,  pris  au  voisinage  de  M,  ne  réponde 
qu'une  seule  valeur  du  paramètre  t. 

Le  point  M  stvdiA\l simple  si  les  quantités  ^'(^o)>^'('o)  ^^  sont 
pas  nulles  à  la  fois.  Pour  établir  que  cette  définition  est  d'accord 
avec  la  notion  géométrique  ordinaire,  coupons  la  courbe  proposée 
par  une  droite,  de  coefficient  angulaire  quelconque,  tracée  à  une 
distance  infiniment  petite  du  point  M  : 

e  désignant  un  infiniment  petit,  et  cherchons  en  combien  de 
points,  voisins  de  M,  celte  droite  rencontre  la  courbe.  A  cet  effet, 
remplaçons,  dans  l'équation  de  la  droite,  X  et  Y  par  x{t)  et/(/), 
et  posons,  pour  simplifier,  t  —  ^0=8;  nous  obtenons  l'équation 

et  nous  devons  chercher  combien  cette  équation  en  6  a  de  solu- 
tions voisines  de  zéro. 

Le  premier  membre,  par  hypothèse,  est  une  fonction  de  9, 
/(6),  développable  en  série  de  Taylor,  convergente  à  l'intérieur 
d'un  certain  cercle  ;  si  ^'(^0)  et  ^^'(^0)  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  le 
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développement  de/(6)  commence  par  un  terme  en  6,  sinon  par 
un  terme  en  0",  n  étant  au  moins  égal  à  2.  Or  on  établira  dans  le 
Cours  de  seconde  année  que,  si  une  série  de  puissances,  /(ô), 
commence  par  un  terme  en  8",  Téqualion  y(0)=  e,  lorsque  e  est 
assez  petit,  est  satisfaite  pour  n  valeurs  de  8  voisines  de  zéro. 

Il  résulte  de  là  que,  si  n  est  supérieur  à  l'unité,  une  droite  quel- 
conque, tracée  à  une  distance  inflniment  voisine  du  point  M,  coupe 
la  courbe  en  n  points  voisins  de  M  ;  par  suite,  le  point  M  n'est 
simple  que  si  n  est  égal  à  i,  c'est-à-dire  si  ^'(^0)  ^^^'('o)  ne  sont 
pas  nuls  simultanément. 

De  même,  sur  la  courbe  gauche  (3),  le  point  d'argument  t^ 
sera  simple  si  ^'(fo)>^(^o)i  ^'(^0)  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  en 
supposant  toujours  les  fonctions  ^(^),  ^(^),  .3(«)  développables 
en  séries  de  Taylor  convergentes,  suivant  les  puissances  de  t  —  fo« 

Passons  enfin  au  cas  de  la  surface  définie  par 

(2)  x=^x{u,v),        y=y(u,v\        z  =  z{u,v). 

Nous  supposerons  qu'au  voisinage  de  ?/o,  ^0  les  trois  fonctions 
ci-dessus  sont  développables  en  séries  de  Taylor  convergentes, 
ordonnées  suivant  les  puissances  de  u  —  Uq  et  i' — ^o?  et  nous 
dirons  que  le  point  M,  d'arguments  Wq,  ç^oj  est  simple  si  les  trois 
expressions 

/  /  V  ày  dz        dz  dy  dz  dx       dx  dz  dx  dy       dy  dx 

du  dv        du  dv^  du  âv        du  dv  '  du  dç        du  dv 

ne  s'annulent  pas  simultanément  pour  u=  Uq,  i>  =  ^o« 

On  établit  encore  que  cette  définition  concorde  avec  la  concep- 
tion géométrique;  la  démonstration  rigoureuse  est  toutefois  plus 
compliquée  que  la  démonstration  analogue  indiquée  pour  une 
courbe. 

Bornons-nous  ici  à  vérifier  ce  résultat  dans  le  cas  où  les  fonc- 
tions x{u^  ^)j  J^(w,  v)',  z(u^  s^)  sont  rationnelles  en  £^  et  ^;  la  sur- 
face (2)  est  alors  algébrique.  Si  les  trois  expressions  (4)  s'annulent 
pour  u  =  Uq,  çz=  Çq^  cela  exprime  géométriquement  que  les  trois 
courbes  algébriques,  d'équations 

x(u,  v)=^x(uo,  «'o)»        >^(  w,  «')=r("o,  vo)^        ^{u,  t»)=  z(ao,  t^o), 

OÙ  u^  V  sont  les  coordonnées  courantes,  courbes  qui  passent  par 
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le  point  Uq^  Co?  ont  même  tangente  en  ce  point;  par  suite,  deux 
quelconques  d'entre  elles  y  ont  au  moins  deux  intersections  con- 
fondues.  Coupons  alors  la  surface  (2)  par  une  sécante  parallèle  à 
un  axe  de  coordonnées,  Oz  par  exemple,  issue  du  point  M,  d'ar- 
guments «/oî  ^0  î  les  arguments  «/,  v  des  points  de  rencontre 
vérifient  les  deux  équations 

X(U,  Ç)=  X(Uo,  t^o),  y(u^  «')  =  r("0)  ^o)y 

et,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  la  solution  u=  Uq^  i^  =  i^9  compte 
pour  deux,  au  moins.  Sous  une  autre  forme,  toute  sécante  parallèle 
à  un  des  axes  de  coordonnées  et  issue  de  M  a,  avec  la  surface* 
deux  intersections  au  moins  confondues  en  M  :  ce  point  n'est  donc 
pas  simple,  dans  le  sens  géométrique  du  mot. 

342.  Si  le  point  M(Jig,  85),  d'argument  t^^  est  simple  sur 

Fig.  f5. 


une  courbe  plane  ou  gauche,  les  deux  points  M'  et  M"^,  d'argu- 
ments ^o-|-£  et  Cq  —  e,  sont,  sur  la  courbe,  de  part  et  d'autre  de  M, 
pour  e  suffisamment  petit.  Cela  résulte  immédiatement  des  rela- 
tions 

x(tii-ht) — x{to)=      6a7'(<o) -+-•  • -. 

et  des  relations  analogues  pour^  et  z. 

343.  Distance  à  une  surface  d'un  point  infiniment  voisin.  — 

Fig.  86. 


Considérons,  sur  une  surface,  un  point  simple  P  {fig'  86),  de 
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coordonnées  ^o>  J^o»  ^oj  et  soit  Q(^^',y^,  ^i)  un  point  infiniment 
voisin  de  P  et  non  situé  sur  la  surface;  une  sécante  quelconque, 
menée  par  Q,  et  non  parallèle  au  plan  tangent  en  P,  coupe  la 
surface  en  un  point  M  voisin  de  P;  on  demande  la  valeur  prin- 
cipale de  la  longueur  infiniment  petite  QM,  Tinfiniment  petit 
principal  étant  la  distance  PQ. 

Si  X,  [X,  V  sont  les  cosinus  directeurs  de  MQ,  et  x^  y^  z  les 
coordonnées  de  M,  on  a 

xx^x  _  yx  —  y  __  zx  —  z  __ 

d=  QM  étant  la  longueur  dont  on  demande  la  valeur  principale. 
On  tire  de  là  x  =  Xx  —  Xrf  ;  y  = . . .  ;  js  = . . . ,  et,  en  portant  ces 
valeurs  dans  l'équation /(a;,  j^,  z)  =  o  de  la  surface,  on  obtient 
la  relation 

{  o—fixx—Xd^yi—iLdjZi  —  yfd) 

en  admettant  que  Ton  puisse  appliquer  à  la  fonction  /{xx  —  Xrf, . . .) 
la  formule  de  Taylor,  réduite  aux  trois  premiers  termes. 

Le  point  Xx,  yx,  '3^(Q)  étant  infiniment  voisin  de a:o,J^oî'5o(P), 
les  valeurs  principales  de  /xV /j^p /«,  sont /j,, /^,,/|,;  la  valeur 
principale  du  coefficient  de  d  est  ainsi  (À/^^+  P'/r."^  ^/z*)  •  ^^^^^ 
quantité  n'est  pas  nulle,  car  son  évanouissement  exprimerait  que 
la  direction  X,  [x,  v  de  la  sécante  est  parallèle  au  plan 

(X-:ro)/;.H-(Y-7o)/;,+  (Z-Zo)/;=o, 

qui  touche  la  surface  en  P(*),  et  celle  hypothèse  a  été  expressé- 
ment écartée.  Dans  le  dernier  membre  de  (i),  les  termes  princi- 
paux sont  donc,  puisque  le  terme  en  d^  est  négligeable  devant  le 
terme  en  rf, 

d'où  Ton  tire 

Valeur  principale  de  d=  ^  /,    , —    ^/  . tt^ 


(^)  Ce  raisonnement  suppose  que  Jx^^  fj^^  fz^  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  donc, 
comme  on  sait,  que  P  est  point  simple  de  la  surface,  ainsi  qu'on  l'a  admis. 
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ce  qui  montre,  puisque  le  dénominaleur  n*est  pas  nul,  que  ^est 
de  l'ordre  de  /(^i ,  J^n  5|  ). 

En  parliculier,  la  distance  du  point  Qà  la  sur/ace,  comptée 
sur  la  normale  issue  de  Q,  est  de  Tordre  de/(x,,^<,  z^). 

De  même,  la  distance  à  une  courbe  plane,  /{^,  y)  =  o,  d'un 
point  Xi^  yi,  inGniment  voisin  de  la  courbe,  est  de  Tordre  de 

Remarque.  —  L'équation  de  la  surface  /(a:,  y^  z)  =  o  peut  se 
mettre  sous  une  infinité  de  formes;  par  exemple,  en  supposant 
que  /  soit  un  polynôme  entier,  la  surface /=  o  sera  également 
représentée  par  /"=  o,  a  étant  un  nombre  positif  quelconque.  Il 
semble  alors,  d'après  la  théorie  précédenle,  que  la  distance  d  soit 
de  Tordre  de/°^,  résultat  absurde,  puisque  a  est  quelconque.  Mais 
on  doit  observer  que  :  i®  si  a  est  supérieur  à  Tunité,  les  dérivées 
partielles  premières  de  /^  s'annulent  en  tout  point  de  la  surface 
fz=:  o,  et  en  particulier  au  point  ^oî^o?  ^oj  hypothèse  que  Ton  a 
écartée  dans  le  raisonnement  précédent;  2®  si  a  est  inférieur  à 
Tunité,  les  dérivées  partielles  deviennent  infinies  au  même  point, 
et  l'application  faite  de  la  formule  de  Taylor  n'est  plus  légitime. 

344.  Distance  à  une  courbe  gauche  d'un  point  infiniment  voisin. 
—  Soit,  sur  une  courbe  gauche, 

un  poinisimpleV{Xo,yo^  Zq  )  {Jig.  87  )  ;  par  un  point  Q(x<  ,yi ,  5i  ), 
voisin  de  P  et  non  situé  sur  la  courbe,  on  mène  une  sécante  QM 


coupant  celle-ci  en  un  point  M  voisin  de  P;  on  demande  la  valeur 
principale  de  la  distance  QM,  en  supposant  que  la  sécante  n'est 
pas  parallèle  à  la  tangente  de  la  courbe  au  point  P. 

Gardons  les  notations  du  numéro  précédent;  il  vient  de  même, 
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en  désignant  par  d  la  distance  QM, 

C3)  o=^(iF,^,^)=^(x,,j^„z,)— rf(X^;,-hfi^;+v^:jH-6?«(     ). 

Les  valeurs  principales  des  coefficients  de  d  sont 

une  au  moins  de  ces  quantités  n'est  pas  nulle  :  car,  si  la  première 
par  exemple  était  nulle,  la  direction  X,  a,  v  de  la  sécante  serait 
parallèle  au  plan  tangent  de  la  surface /(ic,  ^,  ^)  =  o  au  point 
P(xo,  j^Oî  ^o);  l'évanouissement  des  deux  quantités  indiquerait 
donc  que  la  sécante  est  parallèle  à  l'intersection  des  plans  tan- 
gents en  Paux  surfaces /=  o,  g^=  o,  c'est-à-dire  à  la  tangente  de 
la  courbe  C,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  (*  ). 

Supposons,  par  exemple,  X/j^^-h.  . .  ^o;  l'équation  (a)  se  ré- 
duit, en  ne  gardant  que  les  termes  principaux,  à 

ce  qui  montre  que  d  est  de  Tordre  de  /(^i,  J^o  ^i).  De  même 
si  X^^^-f-. . .  ^o,  rf  est  de  l'ordre  de  ^(^i,  yx^  ^\)^  q"î  est,  dès 
lors,  le  même  que  celui  de/(a;<,  ^i,  5,  ).  Mais  si  X^^^-+-. . .  =  o, 
le  coefficient  de  rf,  dans  l'équation  (3),  est  infiniment  petit,  et 
cette  équation  montre  alors  que  ^(^i,yn  Z\)  est  d'ordre  supé- 
rieur à  rf,  c'est-à-dire  à/(a:i,yi,  2j). 

Il  résulte  de  là  que,  dans  tous  les  cas,  d  est  Tordre  de  celle  des 
quantités /(a:f,jKiî  ^0  et  g{oc^^y^,  z^)  dont  Tordre  est  le  moins 
élevé,  c'est-à-dire  de  la  plus  grande  de  ces  quantités,  en  valeur 
absolue. 

En  particulier,  la  distance  de  Q  à  la  courbe,  comptée  sur  la 


(  '  )  Ce  raisonnement  suppose  : 

i«  Que  /j.'^,  fy^,  /j,  (et  de  même  ^i,,  gy^,  g^^)  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois  et,  ' 

par  suite,  que  P  est  un  point  simple  sur  les  deux  surfaces  /  =  o,  ^  =  o;  j 

2*  Que  les  plans  tangents  en  P  à  ces  deux  surfaces  sont  distincts,  c'est-à-dire  j 

que  celles-ci  ne  se  touchent  pas  en  P.  j 

Or,  si  Tune  ou  l'autre  de  ces  conditions  n'était  pas  remplie,  la  courbe  com- 
mune aux  surfaces  f  =  o.,  g  =  o  aurait  un  point  multiple  en  P,  cas  qui  a  été 
écarté.  I 
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normale  menée  de  Q,  est  de  Tordre  de  la  plus  grande,  en  valeur 
absolue,  des  deux  quanlilés/(a?4,  j^<,  5|),  ^(j^i,^^,  -i). 

345.  Définition  du  contact.  —  Soient  G  et  C,  {fig.  88)  deux 
courbes  ou  surfaces  pour  lesquelles  P  est  un  point  commun, 
simple  sur  chacune  :  si  la  distance  à  G  d*un  point  quelconque  Q, 


infiniment  voisin  de  P,  pris  sur  G|,  est  d'ordre  /i  +  i  par  rapport 
à  la  longueur  PQ,  on  dit  que  G|  a,  avec  G,  un  contact  d'ordre  n 
au  point  P. 

Le  contact  d'une  courbe  et  de  sa  tangente  est  un  exemple  de 
contact  du  premier  ordre. 

346.  Contact  de  deux  courbes  planes.  —  G  étant  la  courbe 

et  la  courbe  G|  étant  définie  par 

cherchons  les  conditions  analytiques  du  contact  d'ordre  n  en  un 
point  P  :  désignons  par  x^^  y^  les  coordonnées  de  P,  par  x^ ,  y\ 
celles  de  Q.  La  distance  de  Q  à  la  courbe  G  est  (n®343)  de 
l'ordre  de/(:r^,  j^,  )  ;  tout  revient  donc  à  exprimer  que  f^Jc^^y^) 
est  d'ordre  n  -|-  i  par  rapport  à  PQ.  Or,  si  <o  et  t^  sont  les  argu- 
ments qui  répondent  aux  points  P  et  Q  sur  la  courbe  G|,  on  a 

p"Q'=fç(^,)-?('o)pH-['K<i)-^>(^o)? 

=  [(<i-^o)?'(^o^OpH-l(^i-'o)^''(^o-He')p, 

ce  qui  montre  que  la  valeur  principale  de  PQ  est 


(  ^  -  ^o)  vY^(M-f-TVo)- 
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Le  point  P  étant  supposé  simple  surC^  f'(/o)  et  ^'(^o)  «e  sont 
pas  nuls  à  la  fois  (n**  341);  donc  PQ  est  de  Tordre  de  ^  —  tg^  et 
1^*00  a  dès  lors  à  écrire  que  /(^4,  J'i)  est  d'ordre  (/i  -f- 1)  par 
rapport  à  ^i  —  ^o-  Or?  si  l'on  pose  pour  abréger 

on  aura,  en  admettant  que  la  formule  de  Taylor,  réduite  aux  n-+-'A 
premiers  termes,  soit  applicable  à  la  fonction  F(^),  au  voisinage 
de  /oî 

/(a?i,^i)  =  /[?r^i),'K<i)] 

=  F(r,)=F{^o)-H(<,-ro)F'(^o)-+- 

Pour  que  le  dernier  membre  soit  d'ordre  /i  +  i  en  ^4  —  to,  il  faut 
et  il  suffit  que  Ton  ait 

F(/o)  =  P(/o)  =  F'(^o)  =  . . .  =  F«(/o;  =  o, 

soit,  en  tout,  (n  -\-  i)  conditions. 
De  là  cette  Règle  : 

Pour  exprimer  que  la  courbe  C|,  x  =  o(t),  y=  ^(0?  ^y  ^^^^ 
/a  courbe  C,  /{x,y)  =  o,  un  contact  d'ordre  n-\-i  au  point 
d* argument  fo?  on  remplace,  dans  le  premier  membre  de 
Véquation  de  G,  a:  et  y  par  leurs  valeurs  cp(/)  et  if{t)  relatives 
CL  Ct^  et  l'on  écrit  que  la  fonction  de  t  ainsi  obtenue  s'annule, 
dvec  ses  n  premières  dérivées,  pour  tz=:to, 

347.  Remarque.  —  Les  deux  courbes  C  et  C|  se  traversent  ou 
ne  se  traversent  pas  au  point  P  selon  que  le  contact  est  d'ordre 
pair  ou  impair.  En  effet,  soit  Xt.y^  un  point  de  C|,  voisin  de  P, 
el  répondant  à  l'argument  ti=  t^-h^'^  si  l'on  substitue  x^^yt 
k  Xy  y  dans  le  premier  membre,  f{x^  y),  de  l'équation  de  la 
courbe  C,  le  résultat  est  F(^i),  c'est-à-dire 

quantité  dont  la  valeur  principale  est 
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On  voit  ainsi  que  F(r^),  c'est-à-dire  /(^n  J^i),  change  ou  ne 
change  pas  de  signe  avec  e,  selon  que  n  + 1  est  impair  ou  pai* 
En  d'autres  termes,  les  deux  points  de  d  {fig*  89  et  gr  )  !  >ijt 


Fig.  89. 


to^t 


-c, 


les  arguments  sont  t^ — e  et  ^0  +  69  et  qui  sont  situés  sur  cette 
courbe,  de  part  et  d'autre  de  P  (n®  342),  sont  de  part  et  d'autre 
de  la  courbe /(a:,  ^)=  o  ou  du  même  côté  de  cette  courbe,  selon 
que  n  H-  i  est  impair  ou  pair.  Donc  enfin,  si  n  est  pair,  les  deux 


Fig.  90. 


courbes  C  et  Ci  se  traversent  {^fig*  89),  et  si  n  est  impair,  elles  ne 
se  traversent  pas  au  point  P  {fig^  90). 

348.  Si  les  deux  courbes  C  et  C^  sont  données  sous  la  forme 

on   rentrera  dans  le   cas   ci-dessus   en  représentant  €«  par  les 
équations 

Alors  on  a 

et  les  conditions  précédentes  de  contact  sont,  en  remplaçant  / 
par  x^ 


(4) 


y'*{x)  =  Y^(x), 


relations  symétriques  par  rapport  à  C  et  G|.  Donc,  si  une  courbe 
plane   a,  avec  une  autre,   un   contact  d'ordre  n  en  un  point,  la 
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seconde  aura,  avec  la  première,  un  conlact  du  même  ordre  en  ce 
point. 

En  vertu  des  conditions  (4),  pour  un  conlact  d'ordre  un,  les 
deux  courbes  G  et  C|  ont,  au  point  donné,  la  même  tangente; 
pour  un  contact  d'ordre  deux,  elles  ont  en  outre  (n°  71)  le  même 
centre  de  courbure  O;  pour  un  contact  d'ordre  trois  (ibid.),  leurs 
développées,  qui  se  touchent  en  O,  ont  même  centre  de  cour- 
bure 0|  en  ce  point;  et  ainsi  de  suite.  En  d'autres  termes,  les 
centres  de  courbure  des  deux  courbes  et  ceux  de  leurs  développées 
successives  sont  les  mêmes,  de  telle  sorte  que,  pour  un  contact 
d'ordre  /i,  les  (/i  —  i)  premiers  centres  de  courbure,  correspondant 
au  point  de  contact,  soient  confondus. 

Observons  enfin  que  si  les  courbes  G  et  G|  sont  données  par 

les  conditions  du  contact  d'ordre  n,  au  point  x,  y,  sont  toujours 
les  équations  (4),  où  y,  .  .  .,  j^",  Y',  .  .  . ,  Y«  désignent  les  déri- 
vées successives  de  y  et  Y  par  rapport  à  x,  dérivées  qui  se  dé- 
duisent sans  difficulté  des  équations  des  deux  courbes  (n°  66). 

Corollaire,  —  D'après  les  équations  (4),  si  deux  courbes 
ont  en  un  point,  avec  une  troisième,  un  contact  d'ordre  n,  elles 
ont  entre  elles  un  contact  d'ordre  n  au  même  point. 

349.  Contact  d'une  courbe  gauche  et  d'une  surface.  —  Suppo- 
sons que  G  soit  la  surface 

et  C|  la  courbe  gauche 

Soient  encore  Xq, y^^ Zq  les  coordonnées  de  P ;  x^^  ytj  z^  celles 
de  Q;  to  et  t^  les  arguments  de  P  et  Q  sur  la  courbe  G<. 

11  faut,  pour  qu'il  y  ait  contact  d'ordre  n  entre  G  et  Gi  au 
point  P,  que/(a?i,  j^o^i)  soit  d'ordre  (/i-H  i)  par  rapport  à  PQ; 
or,  la  valeur  principale  de  PQ  est  évidemment 


de  sorte  que  PQ  est  de  l'ordre  de  ^i  —  Iq  :  on  écarte  le  cas  où  l'on 
H.  33 
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aurait  à   la   fois  cp'(/q)=  (J;'(^o)=  ^'{/q)=  o,    parce   qu'alors  le 
point  P  ne  serait  pas  simple  sur  la  courbe  d  (n®  341). 
En  posant 

on  a,  comme  au  n"  346, 

A^iO'i-  ^x)  =  F('i)  =  F(^o)-+-(^-<o)F'(fo)-h...; 

et,  pour  que  le  dernier  membre  soit  d'ordre  (n  -\-  i)  en  t^  —  Iq,  iJ 
faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

en  toul  (/i  -}-  i)  conditions.  On  en  déduit  une  Règle  toute  sem- 
blable à  celle  du  n°  346,  et  qu'il  est  inutile  d'énoncer. 

On  voit,  comme  dans  la  Remarque  du  n°  347,  que  la  courbe 
et  la  surface  se  traversent  ou  ne  se  traversent  pas,  selon  que  le 
contact  est  d'ordre  pair  ou  impair. 

350.  Contact  de  deux  courbes  gauches.  —  Soient  G  la  courbe 
et  G,  la  courbe 

En  gardant  les  notations  du  numéro  précédent,  il  faut  expri- 
mer que  la  distance  à  la  courbe  G  du  point  Q(^i,  ^i,  2|),  infini- 
ment voisin  de  P(^oî  yo>  ^o)^  sur  G<,  est  d'ordre  (/i  —  i)  par 
rapport  à  PQ;  cette  distance  étant  (n°  344)  de  l'ordre  de  la  plus 
grande  des  quantités  /(x,,  y,,  z^),  ^(^1,^1,  -0,  il  faut  et  il 
suffit  que  ces  deux  quantités  soient  d'ordre  n  4-  î  par  rapport 
à  PQ.  Or  PQ  est  de  l'ordre  de  t,—  t^  (n*»  349),  si  l'on  admet 
que  P  est  un  point  simple  sur  G|  :  tout  revient  donc  à  écrire  que 
/(^i>  JK4>  ^\)  6t  g{oC\,  ys^Zx)  sont  d'ordre  (/i-+-  i)  en  ^,  —  ^o- 

Si  l'on  pose 

/[tCO^^'CO,  x(0]  =  F(0, 

les  conditions  nécessaires   et  suffisantes  du   contact   d'ordre  n 
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sont  dès  lors 

F(^o)  =  F'(^o)  =  ...=  F«(^o)  =  o, 
G{to)  =  G'(to)  =...=  G«(fo)  =  o; 

soit  en  tout  2{n-\-i)  relations;  et  l'on  est  conduit  encore  à  une 
Règle  analogue  aux  précédentes. 

351.  Si  les  courbes  C  et  Ci  sont  représentées  par 

on  rentrera  dans  le  cas  ci-dessus  en  écrivant 
(G,)  x=t,       7=Y(0,        5  =  Z(o; 

d'où 

et  les  conditions  du  contact  d'ordre  /i,  au  points,  ^,  z^  sont,  en 
remplaçant  t  par  Xj 

ly{x)  =  Y  (X),        z  {x)^Z  {X). 
^3)  y(^)=  Y'(^),        z'  {x)  =  Z'{x), 

'         

\  yf^{x)  =  Y«(a7),         z"(x)  =  Z«(ar). 

Elles  sonl  symétriques  par  rapport  aux  deux  courbes. 
Enfin,  si  C  et  Ci  sont  données  par  les  équations 

(  f{^,y,^)  =  o,  (  /x(:r,  Y,  Z)  =  o, 

(  ^(^,  7,  5)  =  o,  I  ^i(x,  Y,  Z)  =  o, 

les  conditions  de  contact  d'ordre  /i,  au  point  ^,  y,  z,  seront 
encore  les  relations  (5),  en  désignant  parj^,  y\  .  .  .,  s',  5'',  . . ., 
Y',  y,  . . . ,  Z',  Z",  ...  les  dérivées  successives  dey  et  2,  Y  et  Z 
par  rapport  à  x^  dérivées  qui  se  déduisent  sans  difficulté  des 
équations  des  deux  courbes. 

Corollaire.  —  Si  deux  courbes  gauches  ont,  avec  une  troisième 
courbe,  un  contact  d'ordre  n  en  un  point,  elles  ont  entre  elles,  en 
vertu  de  (3),  un  contact  du  même  ordre  en  ce  point. 

352.  Contact  de  deux  surfaces.  —  Soient  C  la  surface 
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el  C|  la  surface 

Soient  Xq,  ^oï  ^o  les  coordonnées  de  P;  Xt,  y^^  z^  celles  d'un 
point  Q,  infiniment  voisin  de  P,  dans  une  direction  quelconque, 
sur  la  surface  C|  :  la  distance  de  Q  à  G  étant  de  Tordre  de 
y(^o^«)  .Si),  il  faut,  pour  qu'il  y  ait  contact  d'ordre  n  entre 
G  et  G|  au  point  P,  que  y(^i,^i,  z^)  soit  d'ordre  n-l-ï  par 
rapport  à  PQ.  Or,  si  Uq,  s^q  et  it^ ,  P|  sont  les  valeurs  des  para- 
mètres ?/,  V  qui  correspondent  à  P  et  Q  sur  la  surface  Gi,  on  a 

2 

1>Q  =fcp(M,,t'i)  — ?(ao,  ('o)?"^-"  =  [(wi— «o)?;„-+-(*'i— t^o)?;,,--..]*—-' 

d'où  l'on  tire,  pour  la  valeur  principale  de  PQ,  une  expression  p  de 
la  forme 

p  =  v/M(Mi— Mo)*-i-2M(wi—  Uq)  {vx—  Va)  -^  V {vy^  —  v^^f, 

en  posant,  pour  simplifier, 

Je  dis  que  si  l'on  regarde  u^  —  Uq  et  v^  —  Vq  comme  du  premier 
ordre,  p  est  aussi  du  premier  ordre,  quelle  que  soit  la  valeur  réelle 

du  rapport    ^_  °  :  en  effet,  il  ne  pourrait  en  être  autrement  que 

pour  les  valeurs  de  ce  rapport  qui  annulent  le  trinôme  sous  le  ra- 
dical, mais  il  est  aisé  de  voir  que  ces  valeurs  sont  imaginaires. 
Formons,  en  effet,  la  quantité  MP  —  N^;  d'après  une  formule 
classique  de  Lagrange,  on  a 

MP- N*=  {c?;,^i.:„-- o',„^;j»-4- (9:,^x'.o- ?:'ox;j'-^  c^^;^ 

et  le  second  membre  est  essentiellement  positif,  ce  qui  démontre 
la  proposition  (*),  c'est-à-dire  que  PQ  est  toujours  du  premier 
ordre  en  w<  —  Uq^  v^  —  ^\. 

(')  MP  —  N-  pourrait  toutefois  ôtre  nul  si  les  trois  carrés  étaient  nuls,  c'esi- 
à-dirc  si  Ton  avait 

En  ce  cas,  le  point  P  ne  serait  pas  simple  sur  la  surface  C^  (n*  341  )• 
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Il  faut  donc  finalement  exprimer  que/(^<,^4,  Zi)  est  d'ordre 
n  -h  I  par  rapport  à  u^  —  Mq,  «^i  —  ^o?  considérés  comme  du  pre- 
mier ordre. 

Or,  si  Ton  pose 

on  aura,  par  la  formule  deTaylor  relative  au  cas  de  deux  variables 
indépendantes, 

et  les  conditions  du  contact  d'ordre  n  seront  dès  lors 

F(wo,  <'o)  =  o,        F'„^  =  o,        F'„j    =0,         ...,        FJy        =o, 

F;,=  o,         F:,^,,-o,         ...,         FJ5-.,,=  o, 

F^.     =0,         ...,        F?5       =o; 

soit,  en  tout,  i-4-2-h3+...+  (/Z4-i)=:  {n-i-i)  ^^^^ jj. 

tions. 

De  là  cette  Règle  : 

Pour  exprimer  que  la  surface  C|  : 

a,  avec  la  surface  G  : 

a/i  contact  d' ordre  n  au  point  d^  arguments  u^et  t'o)  ^^^^  rem- 
place, dans  le  premier  membre  de  l'équation  de  G,  x^y  et  z 
par  leurs  valeurs  o(m,  t'),  <}^(w,  ^),  y^{u,i^),  relatives  à  G^, 
et  Von  écrit  que  la  fonction  de  w,  v  ainsi  obtenue  s'annule, 
avec  toutes  ses  dérivées  partielles  jusqu'à  l'ordre  n  inclus, 
pour  u  =  Wo,  ^  =  Vq. 

353.  Si  les  équations  de  G  et  G|  sont  données  sous  la  forme 
z  =:  z{x,  y)  et  z  =  Z(:r,  y),  on  rentrera  dans  le  cas  précédent,  en 
posant,  pour  G|, 

(Cl)  x=u,        y==v,        z  =  Z{u,v), 

d'où 

F{u,ç)  =  Z(u,v)^z{u,v), 
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et  les  condilions  du  contact  au  point  a:,  y  s'écrivent,  en  rem- 
plaçant u  et  s;>  par:r  et  y, 


z{^x,y)=^Z(,x,y\ 

dz    __    dZ 
dx    "~    de 

dz        _       dZ 
dy                 dy' 

d^z        d^Z 
dx^  ""    dx^  ' 

d^z                d^Z 
dx  dy     ~~     dx  dy 

d^z       d^Z 
dy^  ""  dy*  ' 

y 

d^z       d^Z 

••••• » 

<)«z                d»Z 



d«5       d'»Z 

dx''  ~~  dx'^" 

dx^-^dy  "~  dx'^-^dy" 

''          dy^^ày^ 

Ces  condilions  sont  symétriques  par  rapport  aux  deux  surfaces; 
on  en  déduit  que  si  deux  surfaces  ont,  en  un  point,  un  contact 
d'ordre  n  avec  une  troisième,  elles  ont  entre  elles  un  contact 
d'ordre  n  au  même  point. 

D'après  cela,  en  désignant  par  p^  q,  r,  5,  t  les  dérivées  par- 
tielles premières  et  secondes  de  z  par  rapport  k  x  et  ^,  il  faut, 
pour  le  contact  du  second  ordre,  que  les  deux  surfaces  aient,  pour 
un  système  de  valeurs  de  x,  y,  mêmes  valeurs  de  5,  />,  Çy  r,  5,  t, 
et  réciproquement.  On  peut  dire  aussi  qu'en  un  point  commun 
aux  deux  surfaces,  il  y  aura  contact  du  second  ordre  si  /?,  q,  r,  5,  t 
sont  les  mêmes  en  ce  point  pour  les  deux  surfaces.  Pour  le  con- 
tact du  premier  ordre  en  un  point  commun,  il  faut  et  il  suffit 
que/?  et  q,  c'est-à-dire  les  plans  tangents,  soient  les  mêmes. 

354.  Corollaire.  —  .Une  transformation  de  contact  change 
deux  sur/aces  qui  ont  entre  elles,  en  un  point,  un  contact 
d^ ordre  n  en  deux  surfaces  qui  ont  également,  entre  elles,  un 
contact  d^ ordre  n. 

Car  si  s  =  f{x,  y)  elZ=z  F(X,  Y)  sont  deux  surfaces  trans- 
formées l'une  de  l'autre,  les  coordonnées  X,  Y,  Z  du  point  qui 
répond  à  un  point  x,  y,  z  sont  fonctions  de  x^  y,  z,  p^q;  et,  de 
plus,  les  dérivées  partielles  d'ordre  quelconque  de  Z  en  X  et  ^ 
sont  des  fonctions  de  x^  y,  z  et  des  dérivées  partielles  de  ^ 
en  X  et^  jusqu'au  même  ordre  (n°  108). 

Donc,  à  deux  surfaces  pour  lesquelles,  en  un  point  Xjy,  5,  lc> 
valeurs  des  dérivées  partielles  homologues  de  z  sont  les  mêmes 
jusqu'à    l'ordre   n    inclus,    correspondent    deux    surfaces    pour 
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lesquelles,  en  un  point  X,  Y,  Z,  les  valeurs  des  dérivées  partielles 
homologues  de  Z  sont  également  les  mêmes  jusqu'à  l'ordre  /?,  ce 
qui  établit  le  Corollaire. 

355.  Autre  point  de  vue.  —  Reprenons  les  conditions  de  con- 
tact de  la  courbe  C|  : 

et  de  la  surface  C  : 
Etant  posé 

ces  conditions  sont,  en  désignant  par  Iq  l'argument  du  point  de 
contact, 

F(^o)  =  o,         F'(^o)  =  o,         ...,         F«(fo)  =  o. 

Or,  la  surface  C  coupe   la  courbe  C|  en  des  points  dont  les 
,  arguments  t  vérifient  évidemment  l'équation 

/[?(0, +(0,  X(0]  =  o.         c'est-à-dire        ¥(t)  =  o; 
et  comme  on  a 

F(t)  =  F(t,)+  (t-h)  F'(<.)  +  . .  .+  \       "         F"+'  (<»+  e), 

V'*  "+■  !;• 

on  voit  que  (t  —  ^o)""^*  est  en  facteur  dans  F(^),  c'est-à-dire  que 
le  point  /o  compte  pour  /i -j- i  dans  le  nombre  des  points  où  la 
courbe  est  coupée  par  la  surface  (n"341). 

On  peut  donc  dire,  sous  une  autre  forme,  que  si  une  courbe  C| 
et  une  surface  C  ont  un  contact  d'ordre  n  en  un  point,  Ci  et  C  ont, 
en  ce  point,  n  -f-  i  intersections  confondues.  Mêmes  conclusions 
pour  le  contact  de  deux  courbes  planes,  ou  de  deux  courbes 
gauches. 

II.  -  ENVELOPPES  DES  COURBES  PLANES  ET  DES  SURFACES. 


Enveloppe  d'une  famille  de  courbes  planes. 

356.  Rappelons  brièvement  les  résultats  établis  dans  le  Cours 
de  Mathématiques  spéciales. 

Soit /(x,  j^,)v)=  o  l'équation  d'une  famille  simplement  infinie 
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de  courbes  planes,  X  désignant  un  paramètre,  variable  d'une 
courbe  à  l'autre.  Une  de  ces  courbes,  répondant  à  la  valeur  c  du 
paramètre,  f{oc^y,  c)r=o,  est  coupée  par  la  courbe  infîoiment 
voisine  y*(x,j^,  c  +  rfc)  =  o,  en  des  points  dont  la  position  limite 
s'obtient  comme  il  suit.  Si  l'on  tient  compte  de/(a:,  ^,  c)=  o, 
l'équation /(a:,  j^,  c  -i-  dc)  =  o  s'écrit,  après  division  par  de, 

et,  à  la  limite,  en  faisant  dc=o,  on  voit  que  les  points  considérés 
sont  à  l'intersection  des  deux  courbes 

Le  lieu  de  ces  points,  dits  points  caractéristiques ,  se  nomme 
Venveloppe  des  courbes  données;  son  équation  s'obtient  en  éli- 
minant le  paramètre  c  entre  les  deux  relations  (i).  On  démontre- 
rait aisément,  par  la  méthode  qui  sera  appliquée  plus  bas,  au  n°  359, 
que  :  , 

U enveloppe  est  tangente  à  chaque  enveloppée  aux  points 
caractéristiques  situés  sur  celle-ci  (*). 

Remarques.  —  i°  Si  les  courbes  proposées  ont  des  points 
multiples,  la  courbe  obtenue  en  éliminant  centre  les  équations  (i) 
comprendra,  en  dehors  de  l'enveloppe,  le  lieu  de  ces  points  mul- 
tiples. Car  les  coordonnées  x  el  y  d'un  point  multiple  de  /a 
courbe  fi^x^y^  c)==:o  sont  des  fonctions  du  paramètre  c,  qui 
vérifient  identiquement  les  relations 

et  aussi  celle  que  l'on  obtient  en  dérivant  la  première  par  rapport 
au  paramètre,  à  savoir 

^^^^^  +  ^/  =  o 
dx  de        ôy  de        de  ' 


(*)  On  pourrait  aussi  chercher  directement  s'il  existe  une  enveloppe,  c'est- 
à-dire  une  courbe  à  laquelle  toutes  les  courbes  données  restent  tangentes;  en 
raisonnant  comme  on  le  fera  au  n*  3G4,  on  trouverait  encore  que  l'équation  de 
Tenveloppe  s'obtient  en  éliminant  c  entre  /  =  o  et  /^  =  o. 


CHAPITRE  I.  —  THÉORIE  DU  CONTACT;  ENVELOPPES.         36l 

cquatioD  qui,  en  tenant  compte  de  (2),  se  réduit  à  /j  =  o.  Ainsi, 
les  points  multiples  des  courbes  proposées  satisfont,  comme  les 
points  caractéristiques,  aux  relations  f^=.  0,/^=  o,  et  le  lieu  de 
ceux-ci  comprendra  dès  lors  le  lieu  de  ceux-là. 

2°  L'enveloppe  des  courbes /(^,  j^,  ).,  [jl)=:o,  où  X  et  [jl  sont 
deux  paramètres  liés  par  Téquation  cp()i,  (i.)=  o,  s'obtient  par  la 
règle  précédente.  Considérons  a  comme  fonction  de  X;  on  devra 
joindre  ày*(j:,^,  X,  [jl)=o  la  relation  obtenue  en  annulant  la 
dérivée  du  premier  membre  par  rapport  à  X,  à  savoir 

(3)  ^  +  ^^  =  0. 

Mais  l'équation  de  liaison,  o(X,  1»-)=  o,  dérivée  par  rapport  à  X, 
donne 

,  r  X  d^       09  du. 

d'où,  en  éliminant  --^  entre  (3)  et  (4)? 

On  obtiendra  donc  l'équation  de  l'enveloppe  en  éliminant  X  et  jji 
entre  les  équations  /==  o,  cp  :=  o  et  la  relation  (5). 


Enveloppe  d'une  famille  de  surfaces  simplement  infinie, 

337.  Déânitioiis.  —  Dans  le  cas  d'une  famille  de  surfaces,  deux 
cas  sont  à  distinguer,  selon  que  cette  famille  est  simplement  ou 
doublement  infinie,  c'est-à-dire  selon  que  son  équation  générale 
contient  un  ou  deux  paramètres  variables.  Nous  traiterons  d'abord 
le  premier  cas. 

Considérons  les  surfaces  représentées  par  l'équation 

f(x,y,  z,'k)  =  o, 

OÙ  X  est  un  paramètre  variable.  Une  de  ces  surfaces,  répondant  à 
la  valeur  c  du  paramètre,  et  que  nous  appellerons  la  surface  c, 

(0  /(^,r,  5»  c)  =  o» 
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coupe  la  surface  infiniment  voisine  c  -f-  rfc, 

(2)  f(0Pyy,z,  c-^dc)  =  0, 

selon  une  courbe  représentée  par  les  deux  équations  (i)  et  (a),  el 
dont  il  est  aisé  de  trouver  la  position  limite.  En  effet,  en  tenant 
compte  de  (i)  et  divisant  par  rfc,  l'équation  (2)  s'écrit  : 

(3)  o  =  f[.{x,  y,  ^,  c)  -4-  i  dcf%{x,y,  «,  c  -f-  6  dc\ 

et,  à  la  limite,  pour  de  =  o,  la  courbe  considérée  a  pour  équa- 
tions 

(    fi^^y^  ^y  C)  =  0, 
1   fci^y^y  -»  c)=o. 

On  la  nomme  caractéristique.  Par  définition,  V enveloppe  des 
surfaces (i),  dites  enveloppées,  est  le  lieu  des  caractéristiques  (4); 
on  obtient  donc  Téquation  de  l'enveloppe  en  éliminant  c  entre  les 
deux  équations  (4). 

358.  La  caractéristique  qui  correspond  à  l'enveloppée  c,  oi 
qu'on  appellera  caractéristique  c,  coupe  l'enveloppée  infinimenl 
voisine  {c  -\-  de)  en  des  points  donnés  par  les  équations 

fi^yyy   Z,C)  =  0,  fcX^.yj  Z,  c)  =  O,  f{x,  y,   Z,  C -+- ^c)  =  O. 

Or,  la  dernière  équation  s'écrit,  en  tenant  compte  des  deux  pre- 

— 2 
mières,  et  en  divisant  par  de  , 

\fA^yyy^y  c)"^  -^  fc»(^y  yy  ^y  C~i-^dc)  =  o, 

de  sorte  que,  à  la  limite,  les  points  considérés  sont  donnés  parles 
trois  équations 

(5)  /  =  o,       /^  =  o,       f^,=  o. 

Le  lieu  de  ces  points,  d'ils  points  caractéristiques,  et  dont  on 
obtient  l'équation  en  éliminant  c  entre  les  trois  relations  (5),  est 
une  courbe,  évidemment  située  sur  l'enveloppe,  et  qu'on  nomme 
arête  de  rebroussement  de  cette  enveloppe. 

Il  y  a,  sur  chaque  caractéristique  c,  un  certain  nombre  de  points 
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caractéristiques  qui  sont  donnés  par  les  solutions,  en  x^  r,  z, 
communes  aux  trois  équations  (5). 

359.  Théorème  I.  —  Chaque  enveloppée  est  tangente  à  V en- 
veloppe tout  le  long  de  la  caractéristique  correspondante , 

Soit  l'enveloppée /(j:,  ^,  z,  Co)=  o;  prenons  un  point  quel- 
conque P,  de  coordonnées  Xq,  J^o?  ^o?  sur  la  caractéristique  c© 
correspondante;  on  a 

Désignons  par  j^i,  j^i,  Zi  un  point  Q  de  l'enveloppe,  voisin  de 
•^oj^Oî  ^Oî  et  d'ailleurs  quelconque  ^  pour  établir  la  proposition,  il 
faut,  d'après  la  théorie  du  contact,  montrer  que/(a:i,^i,  Zi^Co) 
est  du  second  ordre  par  rapport  à  la  distance  PQ. 

Or  Q,  élant  sur  l'enveloppe,  est  sur  une  caractéristique  C|,  voi- 
sine de  la  caractéristique  Co\  en  sorte  qu'on  a 

Alors  on  peut  écrire 


/(^i)7i,  -5,,  Co)  =/(ar,,^i,^i,  c, -i-  Cq— Ci) 

=  /(^i,ri»-i,  Ci)^(co— c,)/^(a:,,7i,  2,,  Ci) 

-f-  l(co-c,)î/;:,(a:,,  ji,  JSu  c,)-h..., 

et  l'on  voit  ainsi,  en  tenant  compte  de  (7),  que /(a:<,  ^^,  ;5i,  Co) 
est  du  second  ordre  en  (Cq — C|).  Tout  se  réduit  alors  à  établir  que 
la  distance  PQ  est  du  premier  ordre  au  plus  en  c© —  Ci  ;  or,  la 
seconde  des  relations  (7)  s'écrit 


(  O/         \ 

-f-(^i-^o)/;x-+-(ri-ro)/rV-^(5i~^o)^c-+-(ci-co)y::.-+-.... 

Le  premier  terme,  /^(•^oj  Jo>  ^oj  ^o)?  ^st  nul  d'après  (6);  il 
résulte  alors  de  cette  équation  (en  excluant  le  cas  particulier  où 
/^•(•^oj^o?  ^0  ^o)  serait  nul,  c'est-à-dire  où  le  point  P  serait  sur 
l'arête  de  rebroussement)  que  Xi  —  x©,  y^  —  jKo  ^t  Zi  —  Zq  ne 
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peuvent  être  tous  trois  d'ordre  supérieur  à  Cq — c^  (*).  Donc  la 
distance  PQ,  qui  a  pour  expression 


quantité  plus  grande  en  valeur  absolue  que  Xi  —  x^^  J't  — Vq, 
5|  —  ^oî  ^^  P^^^  ^^^^  d'ordre  supérieur  à  Cq  —  C|  ;  PQ  est  donc  du 
premier  ordre,  au  plus,  en  Cq  —  C|,  ce  qui  établit  le  théorème. 

360.  Théorème  II.  —  L'arête  de  rebroussement  a  un  con- 
tact du  premier  ordre  avec  chaque  caractéristique  (c)  aux 
points  caractéristiques  situés  sur  celle-ci;  elle  a,  aux  mêmes 
points,  un  contact  du  second  ordre  avec  V enveloppée  corres- 
pondante (c). 

Soit  Cq  la  valeur  du  paramètre  qui  correspond  à  une  enve- 
loppée; désignons  parP(xo,^Oî  ^o)""  des  points  caractéristiques 
situés  sur  la  caractéristique  Cq  :  on  a 

(9)  /(a^o,ro,'2o,Co)  =  o,     /cCaroj^o»-»©,  Co)  =  o,     yjf(iro,^07  «oi  ^o)  =0. 

De  même,  si  c<  est  le  paramètre  d'une  enveloppée  intîniraenl 
voisine,  la  caractéristique  C\  aura  un  point  caractéristique 
Q(^i,^i,  z^)  infiniment  voisin  de  P,  et  l'on  aura  de  même 

(10)  /(ar,,j^i,5i,c,)  =  o,    /c(ari,^„5,,Ci)  =  o,     /;.(a?i,^i,  ^i,Ci)  =  0. 

Je  dis  que  l'arête  de  rebroussement  a,  au  point  P,  un  contact 
du  second  ordre  avec  l'enveloppée y(;r,j^,  z^  c^)  =  o,  et  un  con- 
tact du  premier  ordre  avec  la  caractéristique  Co  : 

/(^.  r»  -«»  co)  =fc{x,  y,  z,  co)  =  o; 

il  suffît,  pour  cela,  d'après  la  théorie  du  contact,  d'établir  que  les 
quantités 

/{^uyu  ^uCq)    et    /;(^i,  j^i, -31,  Co) 


(  *  )  Car  si  Xi  —  a^o,  y,  —  ^,,  -s,  —  5^  étaient  d'ordre  supérieur  à  c,  —  c„  il  y  au- 
rait dans  l'équation  (8)  un  seul  terme  d'ordre  plus  petit  que  tous  les  autres,  à 
savoir  (c,— Co)/^*!  :  ce  terme  ne  pouvant  se  réduire  avec  aucun  autre,  le  dernier 
membre  de  (8)  ne  pourrait  être  nul. 
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sont  respecliveinent  du  troisième  et  du  second  ordre  par  rapport 
à  PQ.  Or  on  a 

-+-^(co— c,)Vcï(^i,ri»^i>^i)-^---M 

et  l'on  voit  ainsi,  en  tenant  compte  de  (lo),  que  /(^«î^i,  5<,  Cq) 
Qlfd^M  y\-i  ^M  <^e)  sont  respectivement  du  troisième  et  du  second 
ordre  en  Cq  —  c< . 

Tout  se  réduit  dès  lors  à  établir  que  PQ  est  au  plus  d'ordre  un 
par  rapporta  Cq  —  c^.  Or  la  troisième  des  relations  (lo)  donne 

^  =  ftt{xuyu  ^1»  Cj)=/A(^o-+-^i  — ^0,  ...1  Co-t-c,  — Co) 

-+-(-1  -  5o)/;î.-+-  (Cl -  Co)/;i-h. . .; 

le  premier  terme,  /ct{^o^  ^o?  ^o?  ^o)?  est  nul  d'après  (9);  on  en 
conclut,  comme  au  numéro  précédent,  et  en  supposant 

/cU^OïJ'o,  «0,  Co)^o, 

c'est-à-dire  en  excluant  certains  points  particuliers  de  l'arête  de 
rebroussement,  que  Xt — ^o>  JK< — JK07  ^i  —  ^0  ^e  peuvent  être  à  la 
fois  d'ordre  supérieur  à  c© — Cf.  Par  suite,  PQ  est  au  plus  du 
premier  ordre  en  Cq  —  Ci,  ce  qui  établit  le  théorème. 

361.  Surfaces  développables.  —  Une  surface  développable  est, 
par  définition,  l'enveloppe  d'un  plan  mobile  dont  l'équation  con- 
tient un  paramètre.  Les  caractéristiques,  intersections  d'un  plan 
et  du  plan  infiniment  voisin  de  la  famille,  sont  des  droites.  Sur 
chaque  caractéristique,  il  n'y  a  qu'un  point  caractéristique,  puisque 
les  trois  équations  (5)  représentent  trois  plans,  qui  n'ont  qu'un 
point  commun.  D'après  le  théorème  II,  chaque  droite  caracté- 
ristique touche  en  un  point  une  courbe  gauche,  V arête  de  re- 
broussement de  la  développable.  On  peut  donc  dire  qu'une  surface 
développable  est  le  lieu  des  tangentes  d'une  courbe  gauche. 
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Les  théorèmes  I  et  II  montrent,  en  outre,  que  chaque  plan  de 
la  famille  touche  la  surface  développable  tout  le  long  d'une  droite 
(caractéristique),  et  qu'il  a  un  contact  du  second  ordre  avec  Tarêle 
de  rebioussement,  au  point  où  celle-ci  est  touchée  par  la  caracté- 
ristique correspondante. 

Pour  les  cônes,  l'arête  de  rebroussement  se  réduit  à  un  point,  le 
sommet. 

Remarque,  —  La  polaire  réciproque  d'une  surface  dévelop- 
pable, c'est-à-dire  de  l'enveloppe  de  plans  en  nombre  simplemenl 
infini,  est  le  lieu  des  pôles  de  ces  plans,  c'est-à-dire  une  courbe. 
Réciproquement,  la  polaire  réciproque  d'une  courbe  quelconque 
est  Tenveloppe  des  plans  polaires  de  la  courbe,  c'est-à-dire  une 
développable. 

Cela  posé,  nous  avons  établi  que  les  caractéristiques  d'une  déve- 
loppable quelconque,  A,  sont  les  tangentesd'une  courbe  gauche,  C: 
transformons  ce  résultat  par  polaires  réciproques.  A  la  dévelop- 
pable A  correspond  une  courbe,  y;  aux  caractéristiques  de  A,  inter- 
sections de  deux  plans  tangents  à  A  et  infiniment  voisins,  répondeot 
des  droites  joignant  deux  points  voisins  de  y,  c'est-à-dire  les  tan- 
gentes de  y.  De  même,  aux  tangentes  de  la  courbe  C  répondent  les 
caractéristiques  d'une  développable,  8.  Le  théorème  envisagé,  à 
savoir  que  les  caractéristiques  d'une  développable  quelconque  A 
sont  les  tangentes  d'une  courbe  C,  se  transforme  donc  en  celui-ci  : 
Les  tangentes  d'une  courbe  gauche  quelconque,  y,  sont  les  carac- 
téristiques d'une  développable,  8;  ainsi  : 

Toute  développable  est  le  lieu  des  tangentes  d^une  courbe 
gauche;  inversement,  les  tangentes  de  toute  courbe  gauche 
engendrent  une  développable. 

On  reviendra  sur  ce  théorème,  au  point  de  vue  analytique, 
au  n«  387. 

362.  Surfaces  enveloppes  de  sphères.  —  Dans  une  famille  sim- 
plement infinie  de  sphères,  les  caractéristiques,  intersections  de 
deux  sphères  infiniment  voisines,  sont  des  cercles;  donc  chaque 
sphère  touche  Tenveloppe  suivant  un  cercle  qui  est  la  caractéris- 
tique  correspondante.    Sur  chaque  cercle  caractéristique  il  J  a 
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deux  points  caractéristiques,  puisque  les  trois  sphères  (5)  ont  deux 
points  communs  à  distance  finie.  Par  suite,  chaque  cercle  caracté- 
ristique touche  en  deux  points  une  courbe  fixe  (arête  de  rebrousse- 
ment),  et  la  sphère  enveloppée  correspondante  a  un  contact  du 
second  ordre  avec  cette  courbe  aux  deux  mêmes  points. 


Enveloppe  d^une  famille  de  surfaces  doublement  infinie. 

363.  Soient  maintenant  les  surfaces,  en  nombre  doublement 
infini,  représentées  par  Téquation 

(»0  f{^,yi^^  h  k)  =  o, 

où  A  et  jx  sont  deux  paramètres.  Une  de  ces  surfaces  (X,  [jl)  coupe 
une  surface  infiniment  voisine  ()<+â?).,  [jl  H- rfjji)  le  long  de  la 
courbe  représentée  par  les  équations 

La  seconde  s'écrit,  en  tenant  compte  de  la  première,  et  en  appli- 
quant une  formule  du  n°  33, 

d^Ai^^yy  ^y  X  -f-ôû?)v,  Il -{-dll)  -^  dii/^(a;,  y,  z,  X,  fJL-h8'ûfji)  =o; 

et,  à  la  limite,  on  voit  que  les  deux  surfaces  considérées  passent, 
quel  que  soit  le  rapport  de  dk  à  rfjx,  par  les  points  déterminés 
par  les  trois  équations 

(12)    f(x,y,z,'k,ii)  =  o,     /x(a:,j^,  ^,X,  u)  =  o,     /^(a^,^,  ^,  X,  jz)  =  o. 

En  d'autres  termes,  une  des  surfaces  (i  i)  et  toutes  les  surfaces 
infiniment  voisines  de  la  famille  passent  par  les  points  (is>.);le 
lieu  de  ces  points,  dits  points  caractéristiques,  se  nomme  Venve- 
loppe  des  surfaces  de  la  famille  :  ce  lieu  est  une  surface  dont 
l'équation  s'obtient  en  éliminant  X  et  [jl  entre  les  trois  équa- 
tions (12). 

Théorème.  —  Chaque  enveloppée  touche  l'enveloppe  aux 
points  caractéristiques  correspondants. 

On  le  démontrerait  par  une  méthode  semblable  à  celle  du  n°359. 


308  TROISIÈME   PARTIE.    —    APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES. 

Exemple.  —  Une  surface  est  T^Dveloppe  de  ses  plans  tan- 
gents qui  sont  en  nombre  doublement  infini,  lorsque  la  surface 
n'est  pas  développable. 

Les  points  caractéristiques,  au  nombre  de  un  par  plan,  sont  les 
points  de  contact  des  plans  tangents. 


III.  -  ENVELOPPES  DE  COURBES  DANS  L'ESPACE;  GONGRUENCES. 

364.  Famille  simplement  infinie.  —  Soient  les  courbes  gauches 

(1)  /(a?,  J',  2,  a)  =  G,         9(a7,^,i;,a)=o, 

dont  les  équations  dépendent  d'w/i  paramètre  a.  Elles  engendrent 
une  surface,  dont  on  obtient  Téquation  par  rélimination  du  para- 
mètre, mais  en  général  elles  n'adinetlent  pas  d'enveloppe  propre- 
ment dite,  c'est-à-dire  qu'il  n'existe  pas  de  courbe  fixe  à  laquelle 
toutes  les  courbes  de  la  famille  soient  tangentes. 

Supposons,  en  effet,  qu'une  pareille  courbe  existe,  et  soient 
x^  y^  z  les  coordonnées  du  point  où  elle  touche  la  courbe  (i) 
de  paramètre  a  :  ces  coordonnées  sont  des  fonctions  de  a,  que  nous 
désignerons  par  a: (a),  J^(a),  ^(a),  et  la  courbe  cherchée  sera 
représentée  paramétriquement  par  ;r=::r(a),  jK=>^(a),  5  =  3(a). 
En  écrivant  que  le  point  de  contact  considéré  est  sur  la  courbe  a. 
nous  obtenons  d'abord  les  deux  équations 

(2)  /[^(a),7(a),^(a),  a]=:o,         «p[ar(a),  ...,  a]=o. 

Exprimons  maintenant  que  les  tangentes  en  ce  point  à  la  courbe 
fixe  et  à  la  courbe  a  ont  même  direction  :  les  paramètres  directeurs 
étant  pour  la  première  tangente  (n**  340) 

a^'(«),    y(a),     -«'(a), 

et  pour  la  seconde,  qui  est  l'intersection  des  plans  tangents  aux 
deux  surfaces  (i), 

fyiz-nir,    fLix~-f.^z.    fi9'y-/y^x. 
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les  conditions  de  parallélisme  s'écrivent 

en  supposant,  dans  les  numérateurs,  x^  y  ^X,  z  remplacés  par 
a:(a),  ^(a),  ^(a).  On  a  ainsi,  pour  déterminer  les  trois  fonctions 
inconnues  x^  y^  z  du  paramètre  a,  les  quatre  relations  (2)  et  (3), 
ce  qui  montre,  a  priori,  que  le  problème. ne  doit  pas  avoir  de 
solution. 

On  peut  remplacer  le  système  (2),  (3)  par  un  système  plus 
simple,  ne  contenant  plus  les  dérivées  des  fonctions  inconnues. 
Car,  en  dérivant  par  rapport  à  la  variable  indépendante,  a,  les 
relations  (2),  on  trouve 

et,  si  l'on  utilise  les  valeurs  proportionnelles  de  x^^  y^^  z^  fournies 
par  (3),  il  reste 

(5)  /;=o,        (p;=o, 

équations  qui  peuvent  remplacer  les  équations  (3)  :  car  (2)  et  (3) 
entraînent  (2)  et  (5),  comme  on  vient  de  le  voir;  inversement, 
(2)  et  (5)  entraînent  (3),  puisque  (2)  entraîne  (4),  qui»  si  l'on 
tient  compte  de  (5),  donne  évidemment  (3). 

En  d'autres  termes,  il  reste,  pour  déterminer  les  trois  fonctions 
inconnues  a? (a),  J^(a),  ^(a),  les  quatre  relations 

^'^  \  /i=o,  <p;=o. 

L'élimination  de  a:(a),  ^^(a),  5 (a)  donne  une  équation  F(a)=  o, 
qui  doit  être  vérifiée  identiquement  pour  que  l'enveloppe  existe. 
Dans  ce  cas,  les  équations  (6)  se  réduisent  à  trois  et  donnent 
j:(a),^(a),  .5(a),  c'est-à-dire  les  coordonnées  paramétriques  d'un 
point  de  l'enveloppe  ;  au  contraire,  si  F  (a)  n'est  pas  identiquement 
nul,  il  n'y  a  pas  d'enveloppe. 

363.  Remarque.  —  Considérons  la  courbe  a  +  e/a,  d'équations 
H.  24 
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et  développons/  et  cp,  en  nous  bornant  aux  ternies  en  rfa  : 
/  -+-/«  c?a  =  o,         <p  4-  <pa  d%  =  o. 

Pour  que  cette  courbe  rencontre  en  un  point  la  courbe  a,  d'équa- 
tions/=  o,  cp  =  o,  il  faut  que  les  quatre  équations 

(7)  /=o,         g=o,        /;=o,         «Pa=o» 

soient  compatibles,  quel  que  soit  a,  en  ^,  ^,  z.  Or  ce  sont  préci- 
sément les  équations  (6).  Par  suite,  la  condition  F(a)  =  o,  qu'on 
obtient  en  éliminant  x^  y  et  ^,  exprime  aussi  qu'une  courbe  quel- 
conque de  la  famille  rencontre  en  un  point  la  courbe  infiniment 
voisine,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieure  dz. 
Le  lieu  du  point  de  rencontre  est  l'enveloppe  trouvée  plus  haut, 
puisque  les  équations  (7),  qui  définissent  ce  point,  sont  les  mêmes 
que  (6). 

366.  Application.  —  Soient  les  droites 

(8)  a7  =  a-sH-jD,        y  =  bz-\-  q^ 

où  a,  6,  /?,  q  désignent  des  fonctions  données  d'un  paramètre  a. 
Les  équations  /«=  o,  cp'g^=  o,  sont  ici 

da  dp  db  dq 

et  l'élimination  de  x^  y,  z  entre  (8)  et  (9)  donne  de  suite  la  con- 
dition d'existence  d'une  courbe  enveloppe,  c'est-à-dire  d'une 
courbe  à  laquelle  les  droites  (8)  sont  tangentes  : 

da  dq        db  dp  __ 
^  doL  doL        doL  da  '~ 

Sous  une  autre  forme,  si  l'on  se  reporte  aux  propriétés  des  sur- 
faces développables  (n**  361),  on  peut  dire  que  la  relation  (10) 
exprime  que  la  surface  réglée  engendrée  par  les  droites  (8)  est 
une  développât  le. 

Exemple.  —  Pour  les  droites 

(11)      x=  —  ^sina-h  cosŒH- a  sina,        j/*  =  4î  cosa -h  sina  —  acosa, 
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ia  condition  précédente  s'écrit 

—  cosa(cosx  —  ces  a  -f-  asina)  +  sina( —  sina  -4-  sina  -f-a  cosa)  =  o; 

elle  est  identiquement  satisfaite.  L'enveloppe  existe  donc;  elle  est 
définie  paramétriquement  par  les  équations  (11)  auxquelles  on 
ajoute /a  =  o,  c'est-à-dire 

—  ^  ces  a  -H  a  ces  a  =  o. 

On  trouve  ainsi 

5  =  a,        a7  =  cosa,        ^  =  sina, 

pour  les  équations  paramétriques  de  l'enveloppe. 

367.  Famille  doublement  infinie;  cong^ences.  —  Les  courbes 

(1)  /(^,  ^»  -,  a,  ? )  =  o,         o(a?,  7,  ^,  a,  p )  =  o, 

dont  les  équations  renferment  deux  paramètres  a  et  p,  forment  ce 
que  Ton  nomme  une  congruence  de  courbes. 

Je  dis  qu'elles  sont  toutes  tangentes  à  une  même  surface.  Soient 
en  effet  ^(a,  P),y(a,  P),  ^(a,  P)  les  coordonnées  inconnues  d'un 
point  de  contact  de  la  courbe  (a,  P)  avec  une  surface  fixe  :  celle-ci 
aura  dès  lors  pour  équations  paramétriques 

Le  point  j:(a,  P),  ...  étant  sur  la  courbe  (a,  P),  on  a  d'abord 

<3)  /[:r(a,p),  ...,a,p]=o,         cp[a7(a,p),  ...,  a,p]=o. 

Il  faut  maintenant  exprimer  qu'en  ce  point  la  tangente  à  la 
courbe  (a,  P)  est  tangente  à  la  surface  (2)  au  même  point. 

Or,  pour  la  tangente  à  la  courbe  (a,  P)  au  point  considéré, 
x^  jKî  -5,  les  paramètres  directeurs  dx^  dy^  rf>3  (n°  340)  sont  donnés 
proportionnellement  par  les  relations 

<4)         dxfx^  dyf'y-^  dzfl  =  o,        c^©'^+  ^r  ?'r"^  dzo'^  =  o. 

D'un  autre  côté,  pour  une  tangente  quelconque  à  la  surface  (2), 
au  point  d'arguments  a,  p,  les  paramètres  directeurs  sont  propor- 
tionnels (n'^340)  aux  quantités  suivantes,  le  rapport  rfp  :  rfa  étant 
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arbitraire  : 

On  a  donc,  en  substituant  ces  valeurs  à  rfx,  dy^  dz  dans  (4), 

et,  en  éliminant  le  rapport  d^  :  t/a, 


(5) 


?x^a-+--"  fi^a-^-- 


C'est  la  condition  qui  exprime  le  contact  de  la  courbe  et  de  la  sur- 
face au  point  ^(a,  P),^(a,  P),  ^(a,  P).  D'ailleurs,  en  dérivant  les 
relations  (3)  par  rapport  aux  variables  indépendantes  a  et  p,  on  a: 

(    fx^^-^ ^-/p=Oi  ?a:^p-^.---+-?p==0, 

de  sorte  que  la  condition  (5)  peut  s'écrire 

(-)  /i?p— /p'?i  =  o. 

Cette  équation  peut  remplacer  (5),  c'est-à-dire  que  le  sjslème 
formé  par  (3)  et  (5)  équivaut  au  système  (3)  et  (7)  :  en  effet, 
(3)  et  (5)  entraînent  (7),  comme  on  vient  de  le  voir;  inversemenl. 
(3)  et  (7)  entraînent  (5),  puisque  (3)  entraîne  (6),  qui,  si  Ton 
tient  compte  de  (7),  donne  (5). 

En  d'autres  termes,  le  point  x^  y^  z  où  la  courbe  (a,  p)  touche 
la  surface  fixe  est  donné  par  les  trois  relations (3)  et  (7),  à  savoir 

(«)  /=o,         îp  =  o,        /i?p-/p?'a=o, 

et  l'équation  de  cette  surface,  en  x^y^  -5,  s'obtient  en  éliminant 
entre  elles  les  paramètres  a  et  p. 

368.  Points  et  plans  fooaux.  —  En  général,  chaque  courbe  de 
la  congruence  touche  en  plusieurs  points  la  surface  fixe,  caries 
équations  (8),  résolues  par  rapport  à  x,  y^  z,  donnent  d'ordinaire 
plus  d'un  système  de  solutions. 
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Si,  par  exemple,  les  courbes  sont  les  droites 
(9)  x^^az-^p,        y  =  bs-^q, 

OÙ  a,  6,  />,  q  sont  des  fonctions  données  de  a  et  [3,  Téquation 

,      ^         f    da       dp\/    db       dq\      1    da       dp\  /    db       dq\ 

Elle  est  du  second  degré  en  5,  de  sorte  que  chaque  droite  d'une 
congruence  touche  généralement  en  deux  points  une  surface,  que 
Ton  appelle  surface  focale.  Les  deux  points  de  contact  de  chaque 
droite  se  nomment  les  points  focaux  de  la  droite  ;  les  plans  tan- 
gents en  ces  points  à  la  surface  focale  sont  les  deux  plans  focaux . 
Pour  obtenir  les  points  focaux  et  la  surface  focale,  on  résoudra 
l'équation  (10)  en  5,  ce  qui  donnera  une  expression  de  la  forme 

^=F(a,P)ii=v/GKT), 

et,  en  portant  cette  valeur  dans  (9), 

X  =  a(Fd=v/G)-h7?, 

>^  =  6(Fzh/G)-4-çr. 

On  a  ainsi  les  coordonnées  x^  y^  z  des  deux  points  focaux  sur  la 
droite  (a,  P),  et,  par  suite,  la  représentation  paramétrique  des  coor- 
données d'un  point  de  la  surface  focale. 

Les  noms  de  surface  focale  et  de  points  focaux  s'appliquent 
aussi  à  la  surface  que  touchent  les  courbes  d'une  congruence 
quelconque,  et  à  ses  points  de  contact  avec  une  courbe  particulière 
de  la  congruence. 

369.  Remarque.  —  Considérons,  dans  la  congruence  (i),  les 
deux  courbes  (a,  P)  et  (a  +  rfa,  pn-rfp);  les  équations  de  la 
seconde  s'écrivent,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre 
supérieur  au  premier, 

/-+-  c?a/i-l-  û?P/p  =  0,  9-4-  û?aç;4-  c?P(pp=  o. 

Pour  qu'elle  rencontre  la  courbe  (a,  p),  c'est-à-dire  la  courbe 
y  =  o,   '^  =  o,  il  faut  que  l'on  ait,   pour  un  même  système  de 
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valeurs  de  x^y^  s, 

(il)    /=o,         0  =  0,        d^fi-^d^/^-^o,        d^o'^^d^^'^^o. 

Ces  quatre  équations,  à  trois  inconnues  x^y^  5,  n'ont  en  général 
aucune  solution  commune,  c'est-à-dire  qu'une  courbe  de  la  con- 
gruence  et  une  courbe  infiniment  voisine,  prise  au  hasard,  ne  se 
rencontrent  pas.  Mais  si  l'on  considère  le  rapport  d^  :  d%  comme 
une  quatrième  inconnue,  les  quatre  équations  (11)  auront  des 
solutions  communes,  c'est-à-dire  qu'une  courbe  (a,  p)  rencontre 
les  courbes  (a  -1-  rfa,  p  H-  rf^),  pour  lesquelles  rf^  :  rfa  a  certaines 
valeurs,  dépendant  de  a  et  de  p.  Les  points  de  rencontre  vérifient 
les  équations  que  l'on  obtient  en  éliminant  d^  \  dcL  entre  les  rela- 
tions (11),  c'est-à-dire 

/=o,      0  =  0,     /;?^-/p?;  =  o; 

ce  sont  donc  les  points  focaux  situés  sur  la  courbe  (a,  j3).  Ainsi, 
la  surface  focale  peut  encore  être  définie  comme  le  lieu  des  points 
limites  communs  à  deux  courbes  infiniment  voisines  de  la  con- 
gruence. 

Deux  courbes  infiniment  voisines,  (a,  P)  et  (a-|-rfa,  p  +  rfp), 
ne  se  coupent  généralement  qu'en  un  seul  des  points  focaux  :  car 
les  équations  (i  i)  donnent  pour  les  inconnues  d^  :  rfa,  x^y^  z  un 
certain  nombre  de  systèmes  de  solutions 

(s;),'     ^''    ^'''    ^'^ 

et,  pour  deux  systèmes  différents,  les  valeurs  de  -—■  ne  sont  géné- 
ralement pas  les  mêmes  :  géométriquement,  cela  signifie  qu'à 
une  valeur  (  5^  ) .  du  rapport  d^  :  rfa,  c'est-à-dire  à  une  des  courbes 

infiniment  voisines  coupant  la  courbe  (a,  P),  ne  correspond  qu'un 
système  Xi^yi,  zt^  c'est-à-dire  un  seul  point  de  rencontre. 

Exemple.  —  Appliquons  ces  résultats  à  une  congruence  de 
droites.  Soient  A  et  B  les  deux  points  de  contact  de  la  droite  (a,  p) 
avec  la  surface  focale  ;  une  droite  voisine  (a  -|-  û?a,  p  -|-  d^)  passe 
par  A,  aux  infiniment  petits  près  du  second  ordre  en  rfa  et  rf^, 
et  touche  la  surface  focale  en  un  point  B',  voisin  de  B,  et  évi- 
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demment  situé  en  dehors  de  la  droite  AB.  Le  plan  des  deux  droites, 
c'est-à-dire  le  plan  des  trois  points  B,  A,  B',  contient,  à  la  limite, 
deux  tangentes  distinctes,  BA  et  BB',  de  la  surface  focale 'au 
point  B;  c'est  donc,  à  la  limite,  le  plan  tangent  à  cette  surface 
en  B,  c'est-à-dire  le  plan  focal  en  B.  On  voit  ainsi  que  les  deux 
plans  focaux  relatifs  à  la  droite  AB  sont  les  plans  qui  passent  par 
cette  droite  et  par  chacune  des  deux  droites  voisines  de  la  con- 
gruence  s'appuyant  sur  la  première  :  on  observera  que  le  plan 
focal  en  un  des  points  A  et  B  est  celui  qui  contient  la  droite  voi- 
sine passant  par  l'autre. 

370.  Congruences  de  normales.  —  Les  normales  à  une  sur- 
face S  forment  une  congruence,  car  l'équation  de  l'une  d'elles 
dépend  des  deux  paramètres  qui  déterminent,  sur  S,  la  position 
de  son  pied.  Elles  touchent  donc,  chacune  en  deux  points,  une 
même  surface,  qu'on  appelle,  par  analogie,  la  développée  de  la 
surface  S. 

Réciproquement^  une  congruence  quelconque  de  droites  n'est 
pas  une  congruence  de  normales,  c'est-à-dire  qu'il  n'existe  pas  de 
surface  normale  à  toutes  ces  droites. 

Considérons,  en  effet,  les  droites 

(12)  X  —  az-\-p.        y  =  bz  -h  qy 

où  a,  b,  Pj  q  sont  des  fonctions  de  deux  paramètres  a  et  ^. 
S'il  existe  une  surface  S  à  laquelle  elles  sont  normales,  soient 
^(a,  P),  J^(a,  P),  ^(a,  P)  les  coordonnées  du  point  d'incidence 
de  la  droite  (a,  P);  on  a  d'abord 

(i3)  x(a,  3)=a^(a,  p)-h/>,        ^(a,  p)  =  6  ^(a,  p)-+- çr, 

et  la  surface  S  est  représentée  paramétriquement  par 

Exprimons  maintenant  qu'au  point  de  S  de  paramètres  a,  p,  la 
normale  est  la  droite  (a,  P)  de  la  congruence,  c'est-à-dire  que  la 
direction  a,  6,  i  est  normale  à  tout  déplacement  dx,  dy,  dz  sur 
la  surface  à  partir  du  point  a,  ,8  (n®  340).  Comme  on  a 

dx  =  x'g^  daL'\-xad'^,         . . . , 
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la  relation  de  perpendicularilé  est 

a{x'^  dd-^x^  c?P)  H-  h{y^  doL-^y^  d^)-^  z^  doL  -h  z'^  d^  =  o, 

et  cela  quel  que  soit  dd  \  d^.  Donc  les  conditions  cherchées  d^or- 
thogonalité  sont 

(i4)  ax'g^-^  by^^ Zg^=  o,        ax^'Jrby^'\-z'^=o, 

et  l'on  a,  pour  déterminer  les  trois  fonctions  inconnues  jr,  y^  z, 
les  quatre  relations  (i3)  et  (i4)-  H  est  aisé  de  trouver  la  condi- 
tion exprimant  que  celles-ci  sont  compatibles,  car,  en  dérivant 
les  équations  (i3)  par  rapport  à  a  et  p,  on  obtient 

d'où,  en  portant  ces  valeurs  des  x\  y  dans  (i4)î  pour  les  éliminer, 

«Jj(a»-4-  6'-f-i)-4-^(aai-h  bb'^j^) ->t- ap'^-^  bq'^=z  o, 
^p(a*-T-  6*-t-i)H-^(aap-f-  66^)4-  dp'^-r-  bq^  =  o, 

ce  qu'on  peut  écrire 

-r-  (-8V^«*-+-^*^-   0-^-  -7^- -^   =  O» 

On  a  ainsi  deux  équations,  donnant  les  dérivées  partielles,  par 
rapport  à  a  et  à  p,  de  la  fonction  z\/a^-\-  6^4-  i;  pour  qu'elles 
soient  compatibles,  il  faut  et  il  suffit  (n"  327)  que  les  deux  valeurs 

de  -T—sE^^s/à^-k-b^-^^)  qu'on  déduit  de  ces  relations  soient 
égales.  Donc 

^^  d?\^a^^b^+ij       à^y^a'^^b^-^ij 

C'est  la  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  fonctions 
données,  a,  6,  /?,  q,  de  a,  p,  pour  que  la  congruence  (12)  soit  une 
congruence  de  normales.  Si  elle  est  vérifiée,  les  équations  (i5) 
fournissent  les  deux  dérivées  partielles  de  z\/à^  -f-  6*-h  i,  et,  par 
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suite,  on  aura  (n**  327) 

(.,)  _.v/5îTïiTT=  r^±^d.^  r^-n^W,\  ^^^ 

en  supposant  a  remplacé  par  ao  dans  la  fonction  qui  figure  sous 
le  second  signe  de  quadrature.  Cette  équation  donne  la  fonction 
5(a,  P).  Les  fonctions  j:(a,  (3)  et  j>^(a,  P)  seront  ensuite  fournies 
par  (i3),  et  Ton  connaîtra  ainsi  la  représentation  paramétrique 
d'une  surface  S  à  laquelle  les  droites  (12)  sont  normales.  Celte 
surface  dépendra  d'w/i  paramètre  arbitraire  (n"  327,  note)  intro- 
duit par  la  formule  (17);  en  faisant  varier  le  paramètre,  on  obtient 
évidemment  une  famille  de  surfaces  parallèles. 

Remarque.  —  Je  dis  que  la  condition  (16)  exprime  que  les 
deux  plans  focaux  relatifs  à  une  droite  quelconque  de  la  con- 
gruence  sont  rectangulaires.  Comme  elle  est,  par  sa  nature  même, 
indépendante  du  choix  des  variables  indépendantes  a  et  p,  nous 
prendrons  pour  a  et  (3  les  coordonnées  du  point  où  une  droite 
quelconque  de  la  congruence  rencontre  le  plan  des  xy\  on  a  alors 

/>  =  «,       ^  =  P; 

et  la  condition  (16),  tous  calculs  faits,  se  réduit  à 

Soit  alors  d  la  droite  (a,  p)  de  la  congruence  : 

X  =  az-^  a,        y  =z  bz-\-^\ 

pour  que  la  droite  d' infiniment  voisine  (a  +  rfa,  p  4-  d^)  : 
X  ={a-\-da)z-\-a-\-da^        y  =:{b -^- db)z->r-^^ -^  d^, 

rencontre  rf,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

da  d^  —  db  d(x=  o, 
c'est-à-dire 
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OU,  en  posant  d^ldoL=  m, 

,     ,  ,da  (àa       dh\       àh 

(19)  '^*5p-^'^(5ï-5pj-"5i=^- 

Un  plan  focal  relatif  à  la  droite  d  passe  par  d  et  par  la 
droite  rf'  (n**  369);  c'est  donc  le  plan  mené  par  d  et  par  le  point 
j:  =  a  4-  rfa,  j^  =  (3  -f-  û?^,  jc  =  o,  trace  de  rf'  sur  le  plan  des  xy\ 
il  a  dès  lors  pour  équation 

d^i^x  —  az  —  a)  —  d(x.{y  -^  bz  —  P)=  o, 

cl,  puisque  rf^  :  rfa  =  m,  il  est  parallèle  au  plan 
mx  —  y  4- (6  —  am)z  =■  o. 

En  remplaçant  m  dans  cette  équation  par  chacune  des  deux 
racines  m^  et  m^  de  l'équation  (19),  on  obtient  (en  direction)  les 
deux  plans  focaux  relatifs  à  rf;  pour  qu'ils  soient  rectangulaires, 
il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

mi  /nj H-  n- ( fe  —  anti ){b  —  amj )  =  o. 

Or  en  substituant,  dans  cette  relation,  à  la  somme  nix  4-  mj  et 
au  produit  m^  /n2,  leurs  valeurs  fournies  par  l'équation  en  m  (19), 
on  retombe  sur  la  condition  (18),  ce  qui  établit  la  proposition. 
Donc  : 

Pour  qu'une  congruence  de  droites  soit  une  congruence  de 
normales,  il  faut  et  ilsujfflt  que  les  deux  plans  focaux  relatifs 
à  chaque  droite  soient  rectangulaires. 
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CHAPITRE  IL 

COURBES    PLANES. 


371.  Oscillation.  —  Soit  ud  système  de  courbes  planes  dont 
l'équation  contient  /i -f- i  paramètres;  on  dira  qu'une  de  ces 
courbes  est  osciilatrice  en  un  point  donné  P  à  une  courbe 
plane  C^,  si  elle  a,  en  ce  point,  avec  C|,  un  contact  de  Tordre 
le  plus  élevé  possible.  Les  conditions  du  contact  d^ordre  k  en  un 
point  donné  étant  au  nombre  de  â: -h  i  (n°  346),  on  voit  que  la 
courbe  osculalrice  considérée  aura  en  général,  avec  €«,  un  contact 
d'ordre  n. 

On  peut  dire  aussi  (n°  355)  que  la  courbe  osculatrice  a,  avec  Ci , 
n  -h  I  points  d'intersection  confondus  en  P. 

Par  exemple,  la  droite  osculatrice  en  un  point  (/i=i)  est  la 
tangente;  de  même,  puisqu'un  cercle  dépend  de  trois  paramètres, 
il  y  a,  en  chaque  point  P  d'une  courbe,  un  cercle,  dit  osculaleur, 
ayant  avec  la  courbe  un  contact  du  second  ordre  en  P,  c'est- 
à-dire  trois  points  d'intersection  confondus  en  P;  il  y  a  une 
conique,  dite  osculatrice,  ayant  un  contact  du  quatrième  ordre, 
c'est-à-dire  cinq  points  d'intersection  confondus,  etc. 

372.  Tangente.  —  Soit  C|  la  courbe  définie  par 

(I)  x  =  x(t),      y  =  y{t\ 

la  droite 

aX -+-6Y  -\-  c  =  o 

aura  un  contact  du  premier  ordre  avec  Ci,  au  point  d'argument  i, 
si  Ton  a  (n°  346), 

¥  (^t)  =  ax  {t)-^  b y  {t)-^c^  Oy 
F'{t)  =  ax'(t)-hby(t)         =o, 

équations  d'où  l'on  déduit  les  valeurs  proportionnelles  de  a,  6,  c. 
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L'équaiion  de  la  tangente  est  ainsi  : 

X     Y     I 

X    y      I 


x'  y  o 


X  — X    Y  ^  y    o 

X  y         I 

\      X  y'       o 


c'est-à-dire 


X-x       Y-y 

x'    -    y    ' 


comme  on  le  savait  a  priori,  car  ^  =  -J-  (^voir  aussi  le  n°  340V 

373.  Cercle  oscillateur.  —  Le  cercle 

(X-a)«H-(Y-P)«— R»=o 

aura  un  contact  du  second  ordre  avec  la  courbe  (i),  au  point 
^(^),  y{t)^  d'argument  r,  si  Ton  a 

(2)  F  (0  =  [:r(0-ap-h[7(/)-p]«-R«         =o, 

(3)  ■-F'(t)  =  (x-oi)x'-^(y  —  fi)y  =o. 


(4) 


-  F^t)  =  (J7-  a)ar''-^(j^—  p)y-+-ar'«H-y«  =  o. 


Ces  trois  équations  donnent  le  centre  a,  p  et  le  rayon  R  du 
cercle  osculateur.  Les  deux  dernières  font  connaître  x  —  a 
et  y  —  P;  d'où 


(5) 


a  =  X  —  -—-^ —    y 

x'y" — y'x" 


""•^       x'y" -y'x' 


La  première  donne  ensuite  R^,  en  tenant  compte  des  valeurs 
précédentes  de  x  —  a  et^  —  ^  : 


(6)  R» 


(a,-» -H  y  1)3 


d'où 


.^^(j^'-^yj^. 


{^'y-y^'y'      "^^     ~"    x'y-yx' 

Si  la  courbe  est  donnée  sous  la  formey  =  /(j?),  on  posera 

X  =  t^       y  =  f(t)j        d*où        x'=if        x^  =  o; 

quant  à  y  et  y",  ce  seront  les  dérivées  de  y  par  rapport  à  x, 
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déduites  de  l'équation  de  la  courbe  donnée.  On  a  alors 

(7)  ±  R=  -pi . 

ce  qui  est  bien  l'expression  du  rayon  du  cercle  osculateur  obtenue 
d'une  manière  différente  aux  n°*  61  et  79. 

Le  contact  du  cercle  osculateur  et  de  la  courbe  étant  d'ordre 
pair,  le  cercle  traverse  la  courbe  au  point  de  contact  (n**  347). 

374.  Développée.  —  La  développée  est  le  lieu  des  centres  des 
cercles  osculateur^  aux  divers  points  d'une  courbe;  son  équa- 
tion (relation  entre  a  et  ^)  s'obtient  en  éliminant  t  entre  les 
deux  équations  (5),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  entre  les  équa> 
lions  (3)  et  (4).     ' 

Or,  l'équation  (3),  si  l'on  y  regarde  a  et  ^  comme  les  coordon- 
nées courantes, 

(3)  (ar-a)a7'-f-(^-P)y=o 

est  celle  de  la  normale  à  la  courbe  proposée  au  pomlx{t)^  y{t); 
le  premier  membre  de  l'équation  (4)  est  la  dérivée,  par  rapport 
au  paramètre  ^,  du  premier  membre  de  (3);  donc,  en  éliminant  t 
entre  ces  deux  équations,  on  obtient  Vertifeloppe  des  normales  à 
la  proposée.  Ainsi,  comme  on  l'a  déjà  vu  géométriquement  (n°  61  )  : 

Le  lieu  des  centres  des  cercles  osculateurs  coïncide  avec 
Venveloppe  des  normales, 

375.  Courbure.  —  Elle  a  été  définie  au  n*»  58,  et  l'on  a 
vu  (n***  61  et  79)  qu'elle  était  l'inverse  du  rayon  du  cercle  oscula- 
teur; on  a  donc 

Les  points  pour  lesquels  x^y'--  ya^'  est  nul  sont  dits  d'in- 
flexion; le  rayon  du  cercle  osculateur  y  est  infini,  c'est-à-dire 
que  ce  cercle  se  réduit  à  la  tangente,  qui  a  dès  lors  trois  points 
d'intersection  confondus  avec  la  courbe  et  traverse  celle-ci  au 
point  de  contact. 
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376.  Rayon  de  courbure  en  coordonnées  polaires.    —    On  a 
trouvé  au  n°  62,  pour  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  p  =  p(w). 


1 


p*-+-  2p'* — pp' 


377.  Équation  intrinsèque.  —  On  peut  définir  une  courbe  plane 
par  une  relation 

A'  =  /(5) 

entre  la  courbure  k  en  un  point  P  et  l'arc  5,  compté  à  partir  d'un 
point  fixe  jusqu^en  P  :  ces  deux  quantités  dépendant  d^une  même 
variable  t  sont,  en  efTet,  fonctions  l'une  de  l'autre. 

Ce  mode  de  définition  n'introduit  aucun  élément  étranger  à  la 
courbe,  comme  le  sont  les  axes  de  coordonnées;  deux  courbes 
égales,  mais  différemment  placées,  ont  la  même  équation,  dite 
équation  intrinsèque. 

Voici  comment  on  peut  trouver  l'équation  cartésienne  d'une 
courbe  définie  par  son  équation  intrinsèque, 

k  =  fU). 

Soit  6  l'angle  de  la  tangente  en  P  avec  Ox\  on  a  par  défini- 
lion  (n^SS) 

^0 

à'oix 

d^T=f(s)ds, 
et 


Q-^o=J/{s)ds, 


Oo  étant  la  constante  d'intégration;  résolvant  cette  équation  par 
rapport  à  5,  on  en  tirera 

(8)  ,^F(e-eo),      g  =  F'(e~e,). 

On  a  d'ailleurs,  sur  la  courbe  (n°  56), 
dx  =  rf^cosS, 


(9) 

dy  =  ds  sin6, 
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et,  par  suite,  d'après  (8), 

da;  =  F'(0  — Oo)cosOûfô, 
rf^  =  F'(e~eo)sin0^e, 
d'où 

X  —Xo=  y  F'(6  — Ôo)cos0û?0, 

r -- 7o  =  y  F'(Q  -  Ôo)  sinÔ  rfO, 

a^o  et  j^o  étant  des  constantes  arbitraires. 

Les  coordonnées  x  ei  y  sont  ainsi  exprimées  en  fonction  d'un 
paramètre  6,  ce  qui  résout  le  problème. 

Od  voit  qu'il  y  a  une  triple  infinité  de  courbes  répondant  à  la 
question,  puisqu'il  y  a,  dans  les  expressions  de  x  et  y,  trois  para- 
mètres arbitraires,  60,  Xq  elyo  :  toutes  ces  courbes  sont  identiques 
entre  elles,  c'est-à-dire  ne  sont  que  des  positions  d'une  même 
courbe  qu'on  déplacerait  dans  le  plan  d'une  manière  quelconque. 

En  eflet,  faisons,  sous  les  signes   /  ,  le  changement  de  variable 


►  -60=  f, 


on  a 


x  =  xo-^  y  F'(^)cos(6o-f-  t)dt 

=  iro'+-cosôo  I  F'(t)costdt  —  s\n^o  j  F'{t)sintdt, 

y  =  yo-^fF'(t)  sin{%-^  t)dt 

==  jKo-^sin6o  /  F'{t)cost dt -^cos^o  1  F'{t)smtdt, 

formules  de  la  même  forme  que  celles  de  la  transformation  des 
coordonnées  en  axes  rectangulaires,  et  qui  montrent  que  la 
courbe  considérée  n'est  autre  que  la  courbe 

x=  jF\t)Qostdt, 

y=  iF'{t)^\ntdt, 

qu'on  fait  tourner  de  l'angle  6©  autour  de  l'origine,  et  qu'on 
transporte  ensuite  parallèlement  à  elle-même,  de  Xq  dans  le  sens 
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de  Oxy  et  de^o  dans  Je  sens  de  Oy.  D'après  cela,  on  pourra  se 
dispenser,  dans  les  calculs,  dMntroduire  les  constantes  d'intég^ra- 
tion  9o,  Xq  et  ^q. 

378.  Exemple.  —  Courbe  dont  la  courbure  est  consiante. 
On  a 

as       a 
d'où 

ds  —  a  rf8, 

ce  qui  donne  immédiatement,  d'après  (9), 

dx  =  acos^  d^f        dy  =  a sinB  d^. 
Par  suite, 

a?.—  /acosOefO=      asinO, 

y=  /asin6rf0=  —  acosO. 
La  courbe  cherchée  a  donc  pour  équation  cartésienne 

C'est  un  cercle  de  rayon  a.  Le  cercle  est  donc  la  seule  courbe 
plane  de  courbure  constante. 

Applications, 

379.  Rappelons  les  formules  (5)  et  (6)  : 


380.  Parabole. 


y^-=.  ipx. 


Prenons^  pour  variable  indépendante  : 

y^t,     y=i,     y=o. 
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On  aura 

yi  y  j 

37=:^,  x'=   ^,  a?*=-, 

et  il  viendra,  pour  les  éléments  du  cercle  osculateur, 


3 
R: 


_  iy^-^P^Y 


P' 


I 

Là  développée  s'obtient  en  éliminant^  entre  les  deux  dernières 
équations  : 

381.  Ellipse.  —  L'ellipse  étant  définie  paramétriquement  par 

X  =  acos/, 

y  =  6sinr, 
on  a 

x'  =  —  asin^,        a?'=  — acos^,  ,    ^ 

X  Y  —^  y  X  =  a6, 
j''=      6cos/,       ^*=  —  ôsinf, 

d'où 

1 


R  = 


ab 


Si  N  est  la  normale  limitée  à  son  pied,  d'une  part,  et  à  Ox 
d'autre  part,  on  voit  aisément  que 


R.    "■ 


Pour  le  centre  de  courbure,  on  a 

,        ^a*sin*^ -4- 6*cos*«  c* 

a  r=  acos^— -  6cos^ r =      —  cos'^ 

ab  a 

_       ,    .                      a*sin*/-i- 6«cos*«  <?*••. 

^  c=  6  sin  <  —  a  sin  i r ^  "~  T  **"  ^> 


a5 
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d'où  Téquation  de  la  développée  : 

382.  Cyclolde.   —    Les    relations    paramétriques    de     défini* 

tion(n«288) 

X  =  a{t  —  sin^), 

y  =  a(i  —  cos^) 

donnent,  par  un  calcul  facile, 

/-  1  t 

R  =  2/-2a(i  —  cos^)'  =  4a 


sin  -• 


Le  rayon  de  courbure  en  P  est  donc  égala  2 MP  {Jig»  74  ^^P'}- 
on  vérifie  d'ailleurs  aisément  que  la  normale  en  P  à  la  cjcioïde 


Fig-  9»- 


passe  par  M,  c'est-à-dire  est  la  droite  PM;  le  centre  de  courbure 
est  doue  le  symétrique  de  P  par  rapport  au  point  M. 
On  trouve,  pour  le  centre  de  courbure, 

a  =r-      a(t  -h  sin/), 

P  =  —  «(1  —  ces/). 

Fig.  92. 


Si  Ton  pose  /  =  m  -h  ir,  on  peut  écrire 

a  —  aiz  ~  a{u  —  sinu), 

p  H-  2a  =  a  (  I  •—  cosa), 

c'esl-à-dire  que  le  lieu  de  a,  j3  n'est  autre  chose  que  la  cycloïdc 
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la  dans 


primitive,  déplacée  de  aiz  dans  le  sens  de  Ox^  et  de 
le  sens  de  Oy  {fig*  92). 

Les  formules  ci-dessus  donnent  aussi 

i-k-  X  =  iaty        p  -f-  j^  =  o, 


c'est-à-dire  que  le  milieu  du  segment  PQ,  Q  étant  le  centre  de 
courbure  (a,  P),  est  le  point  (a^,  o),  c'est-à-dire  le  point  M, 
comme  on  l'a  déjà  observé. 

383.  Spirale  logarithmique.  —  C'est,  en  coordonnées  polaires, 
la  courbe 

Le  rayon  de  courbure  au  point  d'angle  polaire  o)  est  (n°  376) 

s 
i-h  2 m'  —  /n* 

Si  l'on  pose  m  =  tanga,  a  est  l'angle  (constant)  que  fait  le 

Fig.  93. 


rayon  vecteur  OM  (Jlg^  gi)  avec  la  normale  en  M,  car 


lansra  =  î-  =  m; 

p 

on  a  donc  R  =  — ^  >  et  le  centre  de  courbure  N  est  à  la  rencontre 
cosa 

de  la  normale  MN  et  de  la  perpendiculaire  élevée  en  O  sur  le 

rayon  vecteur  OM. 

Le  lieu  de  N,  ou   la  développée,   s'obtient  aisément.   Soient 
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Pi  et  a>i  les  coordonnées  polaires  de  N;  on  a 

X 

(Ui  =  (i>  H —  » 

Pj  =  ON  =  OM  tanga  =  mae"*^ 
La  développée  est  donc 

c'est  une  spirale  logarithmique  égale  à  la  proposée. 
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CHAPITRE  m. 

COURBES    GAUCHES. 


384.  Osculation.  —  Une  surface,  appartenant  à  une  famille 
dont  l'équation  contient  n  4-  i  paramètres,  pourra  avoir  en  un 
point  donné,  avec  une  courbe  gauche,  un  contact  d'ordre  /?, 
puisque  les  conditions  du  contact  d'ordre  A,  entre  une  courbe  et 
une  surface,  sont  au  nombre  de  A* -|- i  (n**  3i9).  Elle  sera  dite 
osculalrice  à  la  courbe  au  point  considéré. 

De  même,  si  une  courbe  gauche  appartient  à  une  famille 
dépendant  de  i{n-\-\)  paramètres,  elle  pourra  avoir,  en  un  point 
donné,  avec  une  courbe  gauche  donnée,  un  contact  d'ordre  n, 
puisque  (n°  350)  les  conditions  du  contact  d'ordre  k  entre  deux 
courbes  gauches  sont  au  nombre  de  2(A--|-i).  On  dira  encore, 
en  ce  cas,  qu'il  y  a  osculation  au  point  considéré. 

Par  exemple,  un  plan,  dépendant  de  trois  paramètres,  pourra 
avoir,  en  un  point  donné,  avec  une  courbe  gauche,  un  contact  du 
second  ordre  :  ce  sera  le  plan  osculateur.  Un  cercle,  dépendant 
de  six  paramètres,  pourra  aussi  avoir,  en  un  point  donné,  un 
contact  du  second  ordre,  et  ce  sera  le  cercle  osculateur. 

383.  Tangente.  —  C'est  la  droite  osculatrice  en  un  point. 
Considérons  la  courbe 

la  droite 

aura  avec  elle,  au  point  /,  un  contact  du  premier  ordre,  si  l'on 
a(n«3oO) 

x{t)  =  az(t)-hp,        y(t)  =  bz(t)-+-  q, 

x'      T=.az\  y'       =bz'j 

d'où  Ton  tire  les  valeurs  de  a,  6,  /?,  q.  La  droite  est  alors 

X=-,Z-hx^~,z,         Y=..., 
z  z 
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ce  qui  s'écrit 

"  J7'      "      y      ""      ;!'     * 

386.  Plan  oscillateur.  —  Le  plan 

AXH-BYH-CZ-hD  =  o 

aura,  au  point  tj  un  contact  du  second  ordre  avec  la  courbe  (i). 
si  Ton  a  (n»  349) 

(2)  \x(t)-^Bjr{t)-^Cz{t)-hD  =0, 

(3)  Xx'      -\-By      H-CV  =o, 

(4)  Ax"     -+-By      4-G^  =o. 

On  a  donc,  pour  Téquation  du  plan  osculateur,  en  tirant  D 

de  (2), 

A(X  — x)-hB(Y  — ^)-f-C(Z— ^)  =  o, 

A,  B,  C  étant  déterminés  proportionnellement  par  (3)  et  (f)  : 
dans  tout  ce  qui  suit,  nous  poserons 

(5)  A^yz'-'z'y,       B^z'af—x'z",       c^x'y-yaf. 

On  peut  écrire  aussi  Téquation  du  plan   osculateur  sous  la 

forme 

X  — a?    \  —  y    Z-z 

(6)  x'  y  z'        =0. 
af        y         z' 

Les  équations  de  la  tangente  et  celle  du  plan  osculateur  restent 
les  mêmes,  quels  que  soient  les  angles  des  axes  de  coordonnées. 

Remarques,  —  Le  plan  osculateur  en  M  est  (n®  355)  la  limite 
du  plan  mené  par  M  et  par  deux  points  quelconques.  M',  )r, 
infiniment  voisins  de  M  sur  la  courbe.  On  peut  dire  aussi  que 
c'est  la  limite  du  plan  mené  par  la  tangente  en  M  jet  par  un  point 
de  la  courbe,  infiniment  voisin  de  M. 

La  tangente  en  M  et  la  tangente  en  M'  se  rencontrent,  aux  infini- 
ment petits  près  du  second  ordre  par  rapport  à  MM',  en  un 
point  (n^  365)  qui  a  pour  limite  le  point  M. 

387.  Enveloppe  des  plans  osculateurs.  —  Les  plans  osculateurs 
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aux  divers  points  d'une  courbe  gauche  dépendent  d^un  para- 
mètre l;  leur  enveloppe  est  donc  une  surface  développable  A. 

Je  dis  que  les  caractéristiques  de  A  sont  les  tangentes  de  la 
courbe  gauche  proposée  et  que  Farête  de  rebroussement  de  A  est 
cette  courbe  elle-même  :  il  suffit  d'établir  la  seconde  partie,  car 
on  sait  que  les  caractéristiques  sont  des  droites,  tangentes  à  Taréte 
de  rebroussement  (n®  361). 

Le  plan  osculateur  étant 

(7)  /(f)  =  A(X~^)-i-B(Y-j)  +  C(Z-;!)  =  o, 

l'arête  de  rebroussement  s'obtient  (u®  358)  en  éliminant  t  entre 
celte  équation  et  les  équations  /^  =  o,  //  ==  o.  Or 

(8)  /'(0  =  A'(X-ar)-i-B'(Y-j.)-HC(Z-^)  =  o, 
car  A^'-f-  Bj^'-H  Cz'  est  nul  d'après  (3); 

(9)  /'(  0  =  X'(X-x)  +  B'(Y  - 7)  -H  C'(Z  -  ^)  =  o, 
car  A'x'4-  By-h  C'5'=  o  :.en  effet,  de  l'identité  (3), 

Xx'-hBy-hCz'=zo, 
on  déduit,  en  dérivant, 

•  (Ax'-+-  By-h  Cz')  -h  {X'x'-\-  B'/-h  G'^')  =  o, 

et,  la  première  parenthèse  étant  nulle  d'après  (4),  la  seconde  l'est 
aussi. 

Alors  les  trois  équations  (7),  (8),  (9),  qui  définissent  un 
point  X,  Y,  Z  de  l'arête,  en  fonction  du  paramètre  t,  sont 
linéaires  et  homogènes  en  X  —  .r,  Y  — ^,  Z  —  z]  on  a  donc 

X  =  x,        Y  =7,        Z  =  2, 

ce  qui  prouve  bien  que  l'arête  de  rebroussement  coïncide  avec  la 
courbe  proposée  (  *  ). 

_^ ^ , 

(>)  Ce  raisonnement  suppose  que  le  déienninant  des  trois  équations  (7),  (8) 
et  (9)  n'est  pas  nul  identiquement.  Admettons,  pour  simplifier,  que  la  variable 
indépendante  soit  x,  de  sorte  que  t  =  x.  Le  déterminant  des  équations  (7),  (8) 
et  (9)  est  alors 


A 

B 

G 

yz"  -z'y 

-z" 

y 

A' 

B' 

C 

= 

yz-^z'y- 

—  z" 

y 

A" 

B" 

G" 

yzif—  z'yi"  +^"2*  — 

z^y- 

_^IT 

y 

puisque  J?'=  I,  ^''=  ;r*'=  0.  S*il  est  nul  identiquement,  on  a,  en  ajoutant  à  la 
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Donc  enfin,  comme  on  l'a  établi  géomélriquement  aun°361, 
le  lieu  des  tangentes  d'une  courbe  gauche  quelconque  est  une 
développable;  celle-ci  est  l'enveloppe  des  plans  osculaleurs  de  la 
courbe. 

Il  en  résulte  également  que  les  plans  osculateurs  en  deux  points 
infiniment  voisins,  M  et  M',  de  la  courbe,  se  coupent  suivant  une 
droite  qui  a  pour  limite  la  tangente  en  M,  puisque  celle-ci  est  la 
caractéristique. 

Remarque.  —  Le  cône  qui  a  pour  directrice  une  courbr 
gauche  C  et  pour  sommet  un  point  quelconque  P  admet  évidem- 
ment pour  plans  tangents  d'inflexion  les  plans  osculateurs  à  C 
issus  de  P.  En  transformant  ce  résultat  par  polaires  réciproques 
(n°  361),  et  observant  qu'à  un  plan  tangent  d'inflexion  d'un  cône 
répond  un  point  de  rebroussement  sur  la  courbe  plane  corrélative 
du  cône,  on  voit  que  : 

La  courbe  commune  à  une  développable  et  à  un  plan  quel- 
conque a  un  rebroussement  en  chaque  point  dUnter section  du 
plan  et  de  C  arête  de  rebroussement  de  la  développable. 

De  là  le  nom  de  cette  arête. 


première  colonne  la  seconde  et  la  troisième,  multipliées  respectivement  par  r' 

et  z\ 

z"   y 

0=  o  -*     r*      ^^y' z'^ -  z' y*Y 


Donc,  quel  que  soit  j?, 

et,  en  remontant  aux  primitives, 

Xo^y"  —  Xo^z'  -\-\o%a.        c'est-à-dire       y'  —  az'. 
Hcmontons  encore  deux  fois  aux  primitives  : 

y  —  az  -hbx  -^  c, 

d'où  il  résuite  que  la  courbe  est  plane.  I5n  ce  cas,  tous  les  plans  osculaleurs  se 
confondent  avec  le  plan  de  la  courbe,  et  il  n'y  a  lieu  de  chercher  ni  leur  enve- 
loppe, ni  Tarète  de  rebroussement  de  celle-ci. 

La  conclusion  est  que  le  théorème  énoncé  dans  le  texte  ne  s'applique  qu*auv 
courbes  gauches,  et  il  n'a,  d'ailleurs,  de  sens  que  pour  les  courbes  gauches. 
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388.  Cercle  oscillateur.  —   C'est  celui'    qui  a   un  contact  du 
second  ordre  (n"  384)  avec  la  courbe  en  un  point  donné  t. 
Un  cercle  de  l'espace  peut  être  défini  par  les  équations 

(  X  -  a )î  -f-  (  Y  -  p  r  -.-  ( Z  -  Y )« -  Rî  =--  o, 
m(X  —  a j -r- n(  Y  ~  P) -r- /?(Z  —  y)  =  o; 

a,  p,  Y  est  le  centre  du  cercle,  R  son  rayon  :  les  six  paramètres 

sont  a,  |3,  y,  R  et  les  rapports  —  ,  -. 

Il  y  aura  contact  du   second  ordre  avec   la   courbe   au   point 
^{t),y{t),  z{t),  d'argument  ^  si  Ton  a  (n"  3o0) 


(lO) 


(M) 


(^  -  a)s--  {y  -  3)î  4-  (z-~  Y)'  -  R', 
(.r  -  -  a)  a:'-:-  (  j  —  P)  y  H-  ('5  —  -()  z'  ^-^  o, 
(  {T  -  x)x'' -^  { y  -~  ^)  y  ^-  {z  —  -r)  z" -\~ x'^-^  y"^^ 
m{,v-^:i)-h-  n(y  —  ?)  -^  p(z  —  ^()-^  o, 


^7' 


=  o; 


ce  sont  là  six  équations  qui  déterminent  les  six  Inconnues  a,  |3,  y,  R, 

Les  deux  dernières  équations  (i  i)  montrent  que  m,  n^  p  sont 
proportionnels  à  A,  B,  C,  et  la  première  équation  (i  i)  s'écrit 
alors 


(,12) 


A(a-a7}-HB(p— jK)-hG(Y~^)-=o, 


c'est-à-dire  que  le  centre  a,  (3,  y  du  cercle  est  dans  le  plan  oscula- 
teur  au  point  x^ys  z.  Il  en  résulte  que  le  cercle  lui-même  est  dans 
ce  plan,  car  son  plan  contient  évidemment  Ja  tangente  à  la  courbe 
au  point  considéré,  droite  du  plan  osculateur. 

L'équation  (12)  et  les  deux  dernières  équations  (10)  déter- 
minent a,  p,  y,  ou,  mieux,  x  —  a,  y — p,  ;;  —  y;  la  première 
équation  (10)  donne  ensuite  R^.  On  a  ainsi 


0 

B 

0 

y 

y 

-^  z 

'  y 

A 

B 

c 

x' 

y 

z' 

x" 

y 

z" 

(.r'î 


;'ï)(Cr— B^')^ 


Aï-t-B*-t-C« 
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on  oblienr,  par  permutation  tournante,  y —  ^^  z  — v.  Enfin 


c'est-à-dire,  puisque,  d'après  (3),  A x'-f-  Bj^'4-  C2'  est  nul, 
R  = 


(A«-+-B«-+-G*)» 


389.  Surface  polaire.  —  La  seconde  équation  (10),  où  a,  ^,  y 
sont  les  coordonnées  courantes,  est  celle  du  plan  normal  à  la 
courbe  au  point  t\  la  troisième  équation  (10)  a  pour  premier 
membre  la  dérivée,  par  rapport  à  /,  du  premier  membre  de  la 
précédente  :  ces  deux  équations  représentent  donc  la  droile 
caractéristique  de  l'enveloppe  des  plans  normaux.  Cette  droite, 
dont  les  équations  sont  ainsi 

rX  — a?)a:'-f-(Y--y)/-+-(Z  — s)z'  =  0, 

est  dite  axe  du  plan  oscillateur  ou  axe  de  courbure;  elle  est 
perpendiculaire  au  plan  osculaleur,  car  ses  paramètres  directeurs 
sont^'^'' —  z' y" ,  . . .,  c'est-à-dire  A,  B,  C.  Ainsi  : 

Le  centre  du  cercle  osculateur  {ou  centre  de  courbure)  est 
à  r intersection  du  plan  osculateur  et  de  l'axe  de  courbure. 

L'axe  de  courbure  se  nomme  aussi  droite  polaire;  le  lieu  des 
axes  de  courbure,  c'est-à-dire  la  développable  enveloppe  des  plans 
normaux,  se  nomme  la  sur/ace  polaire  de  la  courbe  gauche  pro- 
posée. 

390.  Remarque.  —  Deux  courbes  gauches  qui  ont  entre  elles  un 
contact  du  second  ordre  en  un  point  ont  même  cercle  osculateur 
en  ce  point.  Cela  résulte  immédiatement  du  corollaire  du  n**  351- 

391.  Sphère  osculatrice.  —  C'est  celle  qui  a  un  contact  du 
troisième  ordre  avec  la  courbe  en  un  point  donné  t. 
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La  sphère 

(X-a)»H-(Y  — p)»-H(Z  — y)»-R«=o 

aura  un  contact  du  troisième  ordre  avec  la  courbe  au  point  tj  si 
l'on  a  (n«  349)  : 

(i3)  (:p_a).T'-4-(j^-p)y-h(z-Y)3'=o, 

(i4)     {x  —  a)  jC^  -h  {y  —  ^)  y  -^  {z  —  ^)  z'  -^  a/*  -h  y^  -h  z'^  =  o, 

(i5)     (x-a)ar'"-4-(j-P)y"-4-(5  — Y)^"-^3(a?'a?''-+-/y-T-y^')  =  o. 

Les  trois  dernières  équations  donnent  linéairement  a,  p,  y^ 
coordonnées  du  centre  de  la  sphère;  la  première  donne  ensuite  le 
rayon  R. 

Nous  n'expliciterons  pas  ces  calculs;  il  est  préférable  d'inter- 
préter géométriquement  les  relations  précédentes. 

L'équation  (i3),  où  a,  p,  y  sont  les  coordonnées  courantes,  est 
celle  du  plan  normal  à  la  courbe  au  point  t;  les  équations  (i4) 
et(i5)ont  respectivement  pour  premiers  membres  les  dérivées 
première  et  seconde,  par  rapporta  /,  du  premier  membre  de  (i3); 
le  point  a,  p,  y  défini  par  ces  trois  équations  est  donc  le  point  où 
le  plan  normal  touche  l'arête  de  rebroussemenl  de  son  enve- 
loppe (n°  3o8).  En  d'autres  termes  : 

Le  lieu  des  centres  des  sphères  osculatrices  coïncide  avec 
l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  polaire, 

392.  Remarque.  —  D'après  cela,  le  centre  de  la  sphère  oscu- 

Fig.  94. 


latrice  à  la  courbe  (C)  (  fig*  94)  au  point  M  est  le  point  S  où  la 
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caraclëristique  du  plan  normal,  cesl-k-diveVaxede  courbure  OA, 
touche  l'arête  de  rcbroussementde  la  surface  polaire.  Il  en  résulte 
que  la  sphère  osculatrice  contient  le  cercle  osculateur;  car  son 
centre  est  sur  la  normale  OA  menée  au  plan  du  cercle  par  le 
centre  O  de  celui-cî,  et  elle  passe  par  le  point  M. 

393.  Définitions.  —  On  nomme,  en  un  point  d'une  courbe 
gauche  :  iVormale  principale  la  perpendiculaire  menée  à  la  tan- 
gente dans  le  plan  osculateur; 

Binormale  la  perpendiculaire  au  plan  osculateur. 

La  normale  principale  contient  évidemment  le  centre  du  cercle 
osculateur;  la  tangente,  la  normale  et  la  binormale  forment  un 
trièdre  trirectangle. 

Nous  désignerons  respectivement  par  ao,  ^01  Yoî  **?  ?*îT«^ 
^2>  p2»  ya  les  cosinus  directeurs  de  ces  trois  dernières  droites, 
sans  nous  préoccuper  de  fixer  sur  chacune  d'elles  un  sens  positif. 

Les  cosinus  ao,  !3o>  yo  de  la  tangente  sont  proportionnels  à 
^\y'^  ^' \  nous  écrirons  donc 

t'  y'  ^-' 


le  radical  étant  pris  avec  le  signe  -f-. 

De  même,  a,,  jï^,  y^  vérifiant  les  relations 

qui  expriment  que  la  normale  principale  est  perpendiculaire  à  la 
tangente  et  parallèle  au  plan  osculateur,  on  écrira,  en  répétant 
pour  J:{Cy—Bzy  un  calcul  fait  au.n°  388, 

^  _ Bz'~Cy 


v/(A«-+-B->'-4-G2)(j7'2-i-y«H-5'») 
et  enfin,  pour  la  binormale, 


v/A'-hBî-T-G* 
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Expression  de  divers  infiniment  petits, 

394.  Nous  désignerons  par  : 

p    un  point  (.r,  jk?  z)  de  la  courbe  gauche^  d^ argument  t; 

P    le  plan  osculateur  ] 

„,    ,  }  en  ce  point; 

1    la  tangente  ] 

p%  le  point  infiniment  voisin  de  la  courbe,  correspondant  à  V  ar- 
gument t  H-  dt^  et  de  coordonnées  {x  -H  ^x,y  -h  A^,  z  +  A^); 
p4   le  plan  osculateur 


^    ,  ^  en  ce  point. 

1  ^  la  tangente  * 


La  distance  /?/?<  =  y  Aj;-  -j-  ly-  -\-  Iz-  a  pour  valeur  principale 
yjdx'^-t-  dy^-^  dz^  =  ^x'^  4-^*-+-^'*  dt  =  ds      (élément  d'arc). 

395.  Angle  de  T  et  de  Ti.  —  On  sait  que   l'angle  cp   de  deux 
directions  (a,  6,  c)  et(ai,  6<,  c<)  est  donné  par 

.  j     _  (^<^i — c6| )' -h  ( cai  —  gC| )* -4-  ( abj  —  baiY 

Or,  pour  la  tangente  T,  a,  6,  c  sont  j?',  j^',  >s';  pour  la  tan- 
gente T|,  fli,  6i,  C4  sont  :2;'+ Aa;',y+ Ay,  5' -h  A^';  on  a  ainsi  : 

Les  valeurs  principales  de  Aj:',  Ajk',  As'  sont  cd' dt^y  dt^  z"dt\ 
la  valeur  principale  de  sin^cp,  ou  de  <p^,  est  donc 

Valeur  principale  9»  =     (^^x^y«-^  v«)a    ^^*  =  (^»-^y.^  v«-]i  ^^*' 
et  enfin 

Valeur  principale  cp  =  ^_,^_p^^-— ^  ^T^ 

396.  Courbure.  —  C'est,  par  définition,  la  limite  du  rapport  de 
l'angle  cp,  de  deux  tangentes  infiniment  voisines,  à  l'arc  ds  compris 
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entre  leurs  points  de  contact.  On  a  donc,  pour  la  courbure  A', 
k  =  valeur  principale  ^  =    v  A.^-^  >^*-^  ^*    , 

c'est-à-dire  Âr=  k^>  R  étant  le  rayon    du  cercle  osculateur.  Le 

cercle  osculateur,  son  centre  et  son  rajon  se  nomment,  à  cause 
de  cela,  cercle,  centre  et  rayon  de  courbure. 

397.  Angle  de  P  et  de  Pi.  —  Les  coefficients  des  plans  P  el  P| 
sont  respectivement  A,  B,  C  et  A-i-AA,  B -h  AB,  C-h^C; 
l'angle  J/  de  ces  plans  est  donc  donné  par  la  formule 


sin'ij'  = 


(  B  AC  —  C  AB  )^  -h  (  C  A  A  —  A  AG  )'  -h  (  A  AB  —  B  AA)» 


(A2  4-B«-i-G«)[(A-h  AA)»-h...] 
Or,  les  valeurs  principales  de  AA,  AB,  AC  sont 
d\  =:k!dt^  iy^"'-  z'y"')  dt, 


et  il  en  résulte  aisément  les  formules 


Valeur  principale  de  B  AG  —  G  AB  =  l>x' dt, 
»  »  GAA- AAG  =  Dr'rf/, 

»  »  AAB  — B  AA  =  DVrf^, 


D  désignant  le  déterminant 


D: 


x' 

y 

z' 

af 

y 

z" 

x" 

y 

z"' 

11  vient  alors,  pour  valeur  principale  de  sin^A  ou  J/^, 


d'où 


Valeur  principale  ^^=     (A^^B'^+Gn*    ^^'* 


Valeur  principale  ^  =  — _r- ds. 


398.  Torsion.  —  La  limite  du  rapport  ^  se  nomme  la  torsion 


de  la  courbe  gauche  au  point  t;  on  la  désigne  par  t;  on  a,  parla 
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rormule  précédente, 


Aî-hB«-4-C« 


Les  points  où  la  torsion  esl  nulle  se  nomment  points  station- 
naires;  ils  sont  donnés  par  la  relation  D  =  o. 

Remarque,  —  Pour  une  courbe  plane,  le  plan  osculateur 
coïncide  toujours  avec  celui  de  la  courbe;  donc  ^  =  o,  et,  par 
suite,  la  torsion  est  nulle. 

Réciproquement,  si  la  torsion  est  constamment  nulle  (ou  si 
tous  les  points  sont  stationnaires),  c'est-à-dire  si  D  =  o,  la 
courbe  est  plane.  Car,  en  prenant  x  pour  variable  indépendante, 
c^esl-à-dire  en  faisant  x':=  i ,  ^"=  j'"'=  o,  la  condition  D  =  o  se 
réduitày';;"' — z"y"=:o^  d'où  Ton  déduit,  comme  dans  la  note 
du  n**  387,  que  la  courbe  est  plane. 

399.  Distance  o  de/?i  à  T.  —  On  trouve  géométriquement,  sans 
difficulté,  sa  valeur  principale. 

Soit  ppx  (trait  plein)  {  fig-  QÎ)  la  courbe  proposée;  figurons 


(trait  pointillé)  le  cercle  qui  la  touche  en  p  et  qui  passe  par  le 
point  infiniment  voisin  /?|.  Si  R'  est  le  rayon  de  ce  cercle,  on  a 
rigoureusement,  en  menant/?,?  normal  à  la  tangente  en  /?, 

(corde /?;>i)« 
^»^=  ÏR^— • 

A  la  limite,  le  cercle  considéré  devient  (n°  3o5)  le  cercle  oscu- 
lateur en/?;  R'  devient  R,  rayon  de  courbure,  et  la  valeur  prin- 
cipale de  corde  /?/?,  est  arc  /?/?, ,  ou  ^5. 
Ou  a  donc 

ds^       1 
Valeur  principale  o  =  — rr  =  -  kds^, 
^         ^  2R        2 

C'est  la  même  formule  que  pour  une  courbe  plane  (n®  64). 

L'Analyse  conduirait,    par   une  voie  plus  longue,   au   même 
résultat. 
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400.  Distance  d  de  pi  èiP.  —  Elle  est  donnée  parla  formule 
,_  A  Aa7  H-  B  Ay  -^  C  Az 

Remplaçons  Ix,  àry,  \z  par  leurs  développements  tajloriens 
Ix  =  x'dt-h  - x" dt^-^-x'^dt^-¥-. ,., 

'2  6 


nous  voyons  qu'au  numérateur  les  termes  en  dt  et  di^  dispa- 
raissent, à  cause  des  relations 

Ax'-hSy-h  Cz'=  Aar'-h  By-H  Cz' =  o; 
il  reste  donc,  pour  la  valeur  principale  de  rf, 

Valeur  principale  a  =  —  •^ — r 

/A»+B»-4-Gî       <> 

-  P  </<^  -  A-    — 

""  6  v/Aï-h'Bî-mGî  ~    ^   6  ' 

Elle  est  du  troisième  ordre  en  ds,  comme  cela  devait  être, 
puisque  le  contact  de  P  et  de  la  courbe  est  du  second  ordre. 

Si  le  point  p  est  stationnaire,  t  est  nul;  la  distance  d  est  donc 
d'ordre  quatre  par  rapport  à  ds,  c'est-à-dire  que  le  plan  osculateur 
on  p  A  un  contact  d'ordre  trois  avec  la  courbe. 

Ainsi,  les  points  stationnaires  sont  ceux  où  le  plan  osculateur 
a  avec  la  courbe  un  contact  du  troisième  ordre. 

401 .  Différence  entre  un  arc  infiniment  petit  et  sa  corde.  — 
Supposons  que  les  coordonnées  ^,^,  z  d'un  point  d'une  courbe 
soient  exprimées  en  fonction  de  l'arc  s,  compté  à  partir  d'an  point 
fixe. 
On  a 

s  =  tj         ds  =  dtf 
et  la  relation 

ds  =  /jr'*-h/»-+-V*  dt 
donne  Tidentité 
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d'où,  par  dérivation, 

x'  af  -ii'  y  y  ->r  Z'  z"  —  O^ 


(0 

\  x' x"' -\-y y  +  z' z'" -^ x'^-^y^^ z"^  =  o. 

On  a  alors,  pour  la  courbure, 

=  /(:r'2-h7'*-h  z'^){af^-hy*-h  z'^  )  —  {x'af-^yy^z'z"  )\ 
c'est-à-dire,  en  tenant  compte  de  (i), 

(•2)  k  =  \/x''^-^y^-^z''^. 

Gela  posé,  évaluons  la  différence  entre  l'arc  A5,  ou  ds  (n®  20),  et 
la  corde  qui  joint  les  points  x^y^  z  el  x  -\-  âix,  r  +  A)',  5  +  A^  ; 
c'est-à-dire  la  différence 


ds  —  \/ix^-^  ^j'^-h  Aiî«. 
Or,  on  a 

tix  —  x'  ds-^  x^ \-x'"  -—  H- . . . , 

'JL  6 

^y^yds^..., 

A3  =  z'  ds  -\-. .  .y 
d'où 

'Kj^^'^y^-^'^  ==  ds'*-{x''^^  y^-^  z'^  )-^ds^i  x'  x'  -\-  y  y^  z'  z'') 

et,  en  tenant  compte  de  (1)  et  (a), 
La  différence  à  évaluer  est  donc 

ds-dsi/ 1-  -^k'^ds^^,..r=ds\    l—   ('i---LA-ïJa«H-...  y    L 

OU,  par  la  formule  du  binôme, 

ds(x  —  i+^k^ds^-^,,,Y 

La  valeur  principale  de  la  différence  entre  l'arc  et  la  corde  est 
H.  26 
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ainsi 

24 
elle  est  du  troisième  ordre  par  rapport  à  Tare. 

402.  Remarque.  —  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  x,  j^,  z, 
sur  la  courbe  gauche,  sont  exprimés  en  fonction  d'un  paramètre  t; 
si  la  courbe  est  donnée  sous  la  forme 

on  supposera  t=^  x\  d'où  a:'  =  i ,  x"=^  o.  Quant  à  ^,  z\  y°  et  5*', 
ce  seront  les  dérivées  première  et  seconde  de  j^  et  5  par  rapport 
à.r;  on  les  calculera  en  dérivant  les  équations  de  la  courbe  par 
rapport  à  x.  Ainsi,  Ton  aura  d'abord 

d'où^'  et  z  linéairement;  dérivons  encore  une  fois  : 

d'où  Ton  tirera  linéairement  y  et  5",  puisque  j^  et  z'  sont  déjà 
connus,  etc. 

Il  suffira  alors  de  porter  ces  valeurs  de  x\  xf' ^  . . .,  y,y^^  .-., 
;;',  5",  ...  dans  les  formules  générales,  pour  obtenir  la  tangente, 
le  plan  osculateur,  la  courbure,  etc.,  de  la  courbe  gauche  pro- 
posée. 

403.  Formules  de  Frenet.  —  Cherchons  les  différentielles  des 
cosinus  directeurs  ao,  po?  Yo  ^^  la  tangente  en  un  point  d'une 
courbe  gauche  (n®  393).  On  trouve  aisément  : 

d%o  =  «  -;===  = 3  dt  =  A- ai  ds, 

ai,  ^1,  Yi  étant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  principale 
(n«  393).  Ainsi 

(3)  dao=  koLids,        df^o=:  k^ids,        dyo^  kyids. 


CHAPITRE  III.  —  COURBES  GAUCHES.  4o3 

De  même,  pour  les  cosinus  directeurs  aj,  p2)  Y2  de  la  binor- 


male,  on  trouve,  par  un  calcul  facile, 

A  _  ^^' 

(A«-+-  B*-h  C«)«  (A2-hB«-h  C«)» 


fl?a5=  d j-  = ^ — ^Ddt=  —  'z2ids. 


Ainsi  : 

(4)  doii  =  ^'zoLids,         rf3,  =--t3iû^5,         d-^i  =  '-'Z';ids. 

Enfin,  pour  obtenir  d'à,,  rfjîi,  rfy,,  dilTéren lions  les  relations 

af    -P5     +Yr     =1, 
«1^0  H-  ?iPo-l-TiVo  =  o, 

dont  les  deux  dernières  expriment  que  la  normale  principale  est 
perpendiculaire  à  la  tangente  et  à  la  binormale;  il  vient,  en  uti- 
lisant (3)  et  (4), 

ai  rfa,  H-  pi  of^i  -f-  Yi  c?Yi  =  ^»    *o  dxi  -+-  p© d^i  -h  Yo <^Yi  4-  A  6^^  =  o, 
«1  dxi  -h  Pj  rfp,  -H  Yî  <^Ti  —  'zds  =0, 

d'où  Ton  tire  aisément 

i  f/ai=  (— X:ao-f-Taj)(/jf,         jp,  =  (— APo^- -rSî)  ^Z^, 
(5  )  ^ 

(  d-(i  =  (—  Ayo -+-  -^yO  ^^• 

Les  formules  (3),  (4)  et  (5)  sont  les  formules  de  Frenet. 

Lieu  des  centres  de  courbure.  Développées, 

404.  lieu  des  centres  des  cercles  osculateurs.  —  Soient  O 
et  S  (y?^.  96)  les  centres  du  cercle  osculateur  et  de  la  sphère 
osculatrice  en  un  point  M  d'une  courbe  gauche  (C);  OS  est  Taxe 
du  plan  osculateur.  Le  lieu  de  O,  qm  est  une  courbe,  est  donc 
tracé  sur  la  surface  lieu  de  OS,  c'est-à-dire  sur  la  surface 
polaire  (D),  enveloppe  des  plans  normaux  à  (C). 

Cherchons  la  tangente  au  lieu  de  O;  désignons  par  O'  et  S' 
les  points  analogues  à  O  et  S  qui  répondent  au  point  M' infîni- 
ment  voisin  de  M  sur  (C);  par  0  et  X  les  angles  O'OS  et  OSM  :  la 
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direction  00'  est  dans  le  plan  OSM,  qui  est  le  plan  tangent  à  la 
développable  (D)  le  long  de  OS. 

Appliquons  la  formule  de  variation   de  longueur  (n®  80)  aux 
segments  OS,  OM,  SM;  il  vient,  en  observant  que  OS  touche 

Fig.  96. 


en  S  le  lieu  du  point  S,  c'est-à-dire  l'arête  de  rebroussement 
de  (D)  (n"  392),  et  que  OM  et  SM  sont  normaux  en  M  à  la 
courbe  (G),  puisque  OSM  est  le  plan  normal  en  M, 

dOS  =SS'— OO'cose, 
dOM=  OO'sine, 

cf  SM  =  SS'cosX. 

D'ailleurs,  en  difTërentiant  la  relation 

sm*  =  ôs'h-om\ 

on  a 

SM  rfSM  =  OS  dOS  -+-  OM  dOM, 

c'est-à-dire 

SM. SS'cosX  =  OS.SS'+  00'[—  OS  cos6  -h  OM  sinO]  ; 

comme 

il  reste 

c'est-à-dire 


OS  =  SM  cosX, 
OScosô  =  OM  sinO, 
OS 


langô 


OM 


ce  qui  est  égal  à  cotX. 
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Donc  0  = X,  c'est-à-dire  que  la  tangente  00' au  lieu  de  O, 

située  dans  le  plan  OSM,  est  normale  à  la  droite  joignant  le 
point  O  au  milieu  du  segment  SM,  ce  qu^on  aurait  pu  établir  plus 
directement  sans  grande  difficulté. 

Corollaire  /.  —  Le  lieu  du  point  O  n^est  pas  une  déve- 
loppée comme  dans  le  cas  des  courbes  planes,  c'est-à-dire  que  la 
tangente  en  O  à  ce  lieu  ne  coïncide  pas  constamment  avec  la 
droite  OM.   Pour    qu'il    en  fût  constamment  ainsi    il    faudrait 

que  8=  -j  d'où  X  =  o,  c'est-à-dire  que  le  point  S  fût  à  l'infini. 

La  sphère  osculatrice  se  réduirait  donc  constamment  au  plan 
osculateur;  celui-ci  aurait,  dès  lors,  un  contact  du  troisième  ordre 
avec  la  courbe;  tous  les  points  de  celle-ci  seraient,  par  suite,  sta- 
tionnaires,  et  la  courbe  serait  plane  (n®  398). 

Corollaire  IL  —  Pour  que  les  centres,  O  et  S,  du  cercle  oscu- 
lateur et  de  la  sphère  osculatrice  coïncident,  il  faut  que  X  soit  égal 

à  ->  d'où  8  =  o,  et  la  relation  rfOM  =  00'sin8montre  que  rfOM 

est  nul,  c'est-à-dire  que  le  rajon  de  courbure  est  maximum  ou 
minimum. 

Inversement,  si,  en  un  point  M,  le  rayon  de  courbure  OM  est 

maximum  ou  minimum,  00'sin8  est  nul,  d'où  8  =  o,  X  =  - ,  et 
les  points  S  et  O  coïncident.  Ainsi  : 


Les  points  d^une  courbe  gauche  pour  lesquels  le  centre  du 
cercle  osculateur  coïncide  avec  le  centre  de  la  sphère  oscula- 
trice sont  ceux  qui  correspondent  au  maxima  et  minima  du 
rayon  de  courbure. 

Corollaire  IIL  —  Pour  que  les  deux  centres  O  et  S  coïncident 
quel  que  soit  le  point  M  sur  (G),  il  faut  que  rfOM  soit  nul  en  tout 
point  de  G,  c'est-à-dire  OM  =  const.,  et  réciproquement.  Donc  : 

En  tout  point  d'une  courbe  de  courbure  constante,  les 
centres  du  cercle  osculateur  et  de  la  sphère  osculatrice  coïn- 
cident; réciproquement,  cette  propriété  n'appartient  qu'aux 
courbes  de  courbure  constante. 
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405.  Rayon  de  la  sphère  osculatrice.  —  Imaginons  menée 
la  tangente  en  S'  à  la  courbe  SS'  i^fig-  96);  elle  passe  par  0', 
puisqu'elle  est  l'axe  de  courbure  en  M'.  De  plus,  elle  rencontre, 
au  second  ordre  près,  la  tangente  en  S  en  un  point  T,  qui  a  pour 
limite  le  point  S  (n**  386),  et  son  angle  avec  cette  tangente  esl 
l'angle  i  des  plans  osculateurs  à  (G)  en  M  et  M'.  On  a  trouvé 
plus  haut  rfOM  =  OO'sinO;  or,  le  triangle  OTO'  donne 

OO'sin0  =  TO'sirn5;, 

d'où,  à  la  limite,  en  remplaçantTO'par  SO  et  sin^parA,  ou'zds, 

dOM 


dOM  =  OS  X  ds,        c'esl-à-dirc        OS  = 


T     ds 


La  relation  SM  =  OS  -+- OM  donne  alors,  en  posant  SM  =  p 
et  OM  =  R  rayon  de  courbure  de  (G)  en  M, 

expression  remarquable  du  rayon  p  de  la  sphère  osculatrice  en  M. 
Les  corollaires  II  et  III  ci-dessus  se  déduiraient  immédiate- 
ment de  cette  formule. 

406.  Développées  d'une  courbe  gauche.  —  On  nomme  nor- 
maie  à  une  courbe  gauche  (G),  en  un  point  M,  toute  droite  pas- 
sant par  M  et  perpendiculaire  à  la  tangente  en  ce  point;  déve- 
loppée de  (G),  toute  courbe  dont  les  tangentes  sont  normales 
à(C). 

Soient  P  un  point  d'une  développée,  PM  la  tangente  en  P,  nor- 
male en  M  à  la  courbe  (G);  désignons  par  MN  la  normale  princi- 
pale à  (G)  en  M,  par  Q  la  projection  de  P  sur  MN. 

Les  cosinus  directeurs  de  la  droite  MN  sont  ai,  ^i,  Y*  »  ceux  de 
PQ  sont  évidemment  les  cosinus  directeurs,  «2,  ^2?  Y25  àe  Taxe  de 
courbure  en  M.  Posons  MQ  =  p,  et  désignons  par  co  l'angle  PMQ» 
de  sorte  que  QP  =  p  tangoj.  Si  x,y^  z  sont  les  coordonnées  de  M 
exprimées  en  fonction  d'un  paramètre  t,  et  Ç,  y^,  Ç  celles  de  P,  on 
aura,  en  projetant  sur  les  trois  axes  le  contour  MQP, 

/  5  =  a?  H-  pai  -h  pa,  tangto, 
(())  ^  r^  =y^-p^l  H-ppjlango), 

î  =-5  -Hpïi-t-pYïtanga>. 
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Pour  que  le  lieu  du  point  Ç,  vj,  Ç  soit  une  développée  il  faut 
que  la  tangente  en  P  soit  la  droite  PM,  donc  que  rf$,  rfY|,  d^  soient 
proportionnels  à  $  —  ^,  vj  — y,  Ç  —  z.  Ainsi,  on  aura 

Soit  e  la  valeur  commune  de  ces  rapports;  la  relation 

devient,  si  Ton  y  remplace  $  et  d^  par  leurs  valeurs  tirées  de  (6), 

(  rfj; -h  p  û?ai -h  p  tangto  ûfaj 
(8  )  < 

/       -h  oLidp  -^a^dip  tangw)  =  e(pxj-+-  paj  tangw). 

Or  dx  =  x'dt,  et  comme  on  a  posé  (n**  393) 


on  voit  que  dx  est  égal  à  cLods;  d%^  et  dv.^  sont  donnés  par  les 
formules  de  Frenet(4)  et  (5),  de  sorte  que  la  relation  (8)  s'écrit  : 

(iQds{i  —  Xrp)  -+-  ai(û?p  --  sp  —  px  langw  ds) 

-h  aj[rf(p  tango) )  —  sp  langcu  -h  pzds]  =  o. 

De  même  les  deux  équations  d-t\=.t{'t\ — y)^  rfj^==e(s  —  z) 
conduisent  à  deux  relations  qui  se  déduisent  de  la  précédente  par 
le  changement  des  a  en  p,  puis  en  y  :  on  obtient  donc  trois  équa- 
tions, linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  quantités 

ds{i  —  A'p),     dp  —  ep  —  px  tango)  <i5,     û?(p  tango))  —  sp  tango) -h  pTC^, 

et  comme  le  déterminant  du  sjstènie  est  différent  de  zéro,  puisque 
c'est  celui  des  neuf  cosinus,  égal  à  i,  les  trois  quantités  ci-dessus 
sont  nulles.  On  a  donc 

kp  =  \y        dp  —  px  tango)  ûf5  =  £p,         û?(p  langu)) -+- px  c^s  =  es  tango); 

d'où,  en  éliminant  e  et  observant  que  t  ==  R  rayon  de  courbure 

de  (G)  en  M, 

(g)  P  =  R)         dix>  =  —  zds, 

La  relation  p  =  R  montre  que  le  point  Q,  qui  a  pour  coordon- 
nées a:-hp3t|,  ...,  c'est-à-dire,  en  remplaçant  R  et  ol^  parleurs 
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valeurs, 

coïncide  avec  le  centre  du  cercle  osculateur  à  (C)  au  point  M 
(n°  388);  le  point  P  est  donc  sur  l'axe  de  courbure  en  M,  c'est- 
à-dire  sur  la  surface  polaire  de  (C).  Donc  : 

Les  développées  (Tune  courbe  sont  sur  la  sur/ace  polaire  de 
celle-ci. 

La  seconde  relation  (9),  rfo)  =  —  xrf^,  donne 


=  — /   -z  ds  -h  ii)Q  =  —  / 


(10)  0)=-/    'zds-hii}o  =  — I         A«-hB»-hG«      ^^"^^0^ 


(1)0  désignant  une  constante  arbitraire  et  t  l'argument  de  M  sur 
la  courbe  (G). 

Il  sufOl,  maintenant,  de  porter  dans  (6)  cette  valeur  de  w, 
ainsi  que  les  valeurs  connues  (n**  393)  de  aj,  aa,  p,,  ^2?  Y"  T*»  ^' 

d'y  remplacer  p  par  R,  ou  {x'^-\-y^-h z'^y:{A^-hB^-i-C^fj 
pour  obtenir  les  coordonnées  Ç,  t),  Ç  d'un  point  d'une  développée 
en  fonction  du  paramètre  t  :  ces  formules  renfermant  la  constante 
arbitraire  (Oo,  il  y  a  une  infîuité  simple  de  développées. 

Remarques.  —  1®  Deux  valeurs  (10)  de  o>,  répondant  à  deux 
valeurs  différentes  de  a)o,ont  une  différence  constante  tout  le  long 
de  (G);  donc  : 

Les  deux  normales  en  un  point  variable  d^une  courbe,  qui 
touchent  deux  développées  fixes  de  celle-ci,  se  coupent  sous  un 
angle  constant, 

2®  Pour  une  courbe  plane,  x  est  nul  et  w,  donné  par  (10),  se 
réduit  à  Wq.  Soit  ^  =  o  le  plan  de  la  courbe;  désignons  par  Ço 
et  t\q  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  Q  au  point  iVJ  {x^y,  0), 
par  R  le  rayon  de  courbure  de  la  proposée  en  M  ;  les  formules  (6) 
deviennent,  puisque  aj  =  p2  =  Y*  =  ^>  et  Ya  =  i  j 

a  étant  une  constante  arbitraire.  On  obtient  donc  les  développées 
en  prenant,  sur  chaque  normale  au  plan  de  la  courbe  issue  d'un 
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centre  de  courbure,  une  longueur  proportionnelle  au  rayon  de 
courbure  correspondant. 

La  développée  ordinaire  correspond  à  a  =  o;  les  autres  déve- 
loppées sont  sur  le  cylindre  droit  qui  contient  celle-là,  et  qui  est, 
d^ailleurs,  la  surface  polaire  de  la  courbe  plane  proposée. 


407.  Exemples. —  Appliquons  les  formules  générales  à  quelques 
courbes. 

1**  Hélice,  —  On  nomme  hélice  la  courbe  tracée  sur  un 
cylindre  quelconque,  et  décrite  par  un  point  M  qui  se  meut 
de  manière  que  sa  dislance  Mm,  à  une  section  droite,  soit  pro- 
portionnelle à  Tare  de  section  droite  A/n,  comptée  à  partir  d'une 
origine  quelconque  A. 

Prenons  pour  plan  des  xy  celui  de  la  section  droite;  soient 

^'«g-  97- 


lA(jC,y,K) 


\y 


x^  y,  z  les  coordonnées  de  M  {Jig>  97),  et  t  l'arc  AM.  On  a, 
par  hypothèse* 

D'ailleurs  x  et^,  coordonnées  du  point  m  de  la  section  droite, 
sont  des  fonctions  connues  de  l'arc  t,  en  sorte  qu'on  a,  pour  dé- 
finir rhélice, 

Observons,   de   plus,   que,   o*  étant  Tare   de   la  courbe  plane 
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c'est-à-dire 


ce  qu'on  peut  écrire 


-/'■- 


Tangente.  —  Ses  paramètres  directeurs  sont  x',  ^',  a  ;  élanl 
toujours  posé 

^'  =  f  (<r).      y=f('); 

son  angle  8  avec  O^  est  défini  par 


il  est  donc  constant,  c'est-à-dire  que  Thélice  coupe  les  généra- 
trices du  cylindre  sous  un  angle  constant. 

Inversementy  une  courbe  tracée  sur  un  cylindre  et  qui  coupe 
les  génératrices  sous  un  angle  constant  est  une  hélice.  En  effet, 
toute  courbe  tracée  sur  le  cylindre  peut  être  définie  par 

a-  étant  toujours  l'arc  de  section  droite  entre  le  point  A  et  le 
point  m,  projection  du  point  x^  y^  z\  si  elle  coupe  les  généra- 
trices sous  un  angle  constant  Oq,  on  a 

COSOn  = 


d'où,  puisque  '^'--j-iL'2=  i, 

, ,    ,       cosOa  ,    .       cos6o  .         ,  . 

h  étant  une  constante  arbitraire.  La  courbe  est  donc  une  hélice 

pour  laquelle  «=  -r— r^»  l'arc  de  section  droite  étant  compté  à 
^  ^  siiiOo 

partir  d'un  point  fixe  B,  tel  que  arc  AB  =  A. 

Plan  oscillateur,  —  Calculons  ses  coefficients  A,  B,  C  : 

A  =j  z  —  z  y  =z  —  ay  , 
\^  =  z' x' —  x' z"  =      ax'. 
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a?  ety  désignant  ?"(<y)  et  ^"(a").  Le  plan  osculateur  est  donc 

—  aj'(X  —  x)  -\'  aocf  {\  -- y)  -h(x' y' — y'^")  (Z  —  z)  =  o. 

Il  est  normal  au  cylindre  au  point  M;  car  la  normale  en  M 
au  cylindre,  parallèle  à  la  normale  en  m  à  la  section  droite,  a  pour 
paramètres  directeurs  y,  — x'j  o;  la  condition  du  parallélisme 
de  cette  droite  et  du  plan  osculateur  est 


—  oyy  —  ax^x'  =  o,  ou         x' x" -+- y  J^  : 

ce  qui  est  vérifié,  puisque 

a"''-hj''*=  I,         d'où  x'x'-^yy  =  o. 

Courbure.  —  On  a 


:  o, 


k  = 


Or 


c  =  {x'y^yx'')=\/(x'^-^y^)(x''^-^y^)-{x'x'-^yy)^  =  ^x'*+y^, 

et,  par  suite, 


A«-hB2-HG«=(j7''*-h7'«)(i-ha2;. 


Donc 


A  =  v/^ 


-y 


7^  V^i  -H  ^i'    ^  v^^^Mjîl^. 


(1-4- a^)^ 


D'ailleurs,  la  courbure  ki  de  la  section  droite  en  m  s'obtienl 
en  faisant  dans  cette  formule  a  =  o  ;  donc 


k  = 


kr 


I  -h  a- 

d'où  un  théorème  facile  à  énoncer. 
Torsion.  —  On  a 


X     y      a 
af    y     o 

^"  y  o 


,ff      m         ^»  .ji 


Or 


Aï-t-B«-hG« 

x'  y—x'''  y 


__       a       a:  y  —  x"  y" 


=  (^arc  lang  ^,  j  ; 
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et,  en  vertu  de  Tidentîté  x^x" +yy=  o, 


de  sorte  que 


af        y 


a      /                 x'\'           a       x'y  —y  X 
:  = (  arc  tang  —  )   =  ;  — ^ 75- 


I  -+-  a*  I  H-  a* 


c'est-à-dire 


T  =«  ak. 


La  courbure  et  la  torsion  en  un  même  point  sont  donc  dans  un 
rapport  constant. 

Arc,  —  La  différentielle  ds  de  Tare  d'hélice  est  donnée  par  la 
formule 

ds  =  /ï-'» -\-y^-\-  z'^  d<j  =  d<s  v^iH-  a*, 
d'où 

s  =  ay/i  -h  a*. 

L'arc  compris  entre  deux  points  de  l'hélice  est  donc  propor- 
tionnel à  sa  projection  sur  la  section  droite;  ce  fait  était  évident, 
a  priori,  en  raison  de  la  propriété  de  la  tangente. 

2?  Hélice  circulaire.  —  C'est  une  hélice  quelconque  tracée 
sur  un  cylindre  de  révolution.  La  section  droite  est  un  cercle  de 

Fig.  98. 


rajon  R,  et  l'on  a,  en  supposant  que  le  point  A  {fig-  y8)  soil 
surOar, 


=  Rco8r^j,         j=Rsin^^j,  z  =  a 


ff» 
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car 

Angle  w=  -. 

Pour  rhélice  circulaire,  la  courbure  et  la  torsion  sont  constantes, 
car  ^1,  courbure  de  la  section  droite^  est  la  constante  ^-  On  peut 
écrire  aussi,  pour  définir  l'hélice, 

a:  =  Rcosw,        ^  =  Rsina),        ^  =  mco, 
(0  étant  le  paramètre  variable,  au  lieu  de  o-. 


4i4 
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CHAPITRE  IV. 

LONGUEURS  ET  AIRES  SUR  LES  SURFACES. 


408.   Plan  tangent.  —  Soit  une  surface  représentée  paramé- 
iriquement  par  les  équations 


(I) 


.T  =  x{u,v),        y=y{u,v),        zr=iz{u,v); 


le  plan  langent  au  point  (w,  v)  est  celui  qui  a  un  contact  du 
premier  ordre  avec  la  surface  en  ce  point. 
Si  le  plan  est 

AXh-BY-4-GZ4-D  =  o, 

les  conditions  du  contact  du  premier  ordre  sont  (n®  352) 

Air(w,  i')-+-B7(w,  c)-hC5(«,  (;)-hD  =  o, 


i'>) 


àx 
du 
dx 


B 


ày 
du 


OU 

ov 


=  0, 
=  0, 


d'où  l'on  déduit  les  valeurs  proportionnelles  de  A,  B,  G,  D;  Té- 
quation  du  plan  tangent  est  alors,  en  éliminant  d'abord  D,  puis 
A,  B,  C, 

X  —  X    Y — y    Z  —  z 

dx  dy  dz 

du  du  du 


dx 
d^ 


dy 
dv 


dz 
dç 


Elle  est  la  même,  que  les  axes  de  coordonnées  soient  ou  non 
rectangulaires.  Nous  l'écrirons 


A(X  — :f)+B(Y  — v)H-C(Z— ;5)  =  o, 


en  posant 


A    -  ^y  ^^        dz  dy  __  dz  dx        dx  dz 

"^  du  dv       du  dv  ~~  du  dv        du  dç  ' 


_  dx  dy        ây  dx 
"~  du  dv        du  àv 


Si  la  surface  est  donnée  sous  la  forme  z=f(Xj  y)^  on  sup- 
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posera  u  =  Xy  ^=yy  d'où 

dz 
A=-—  =-/?,.         B=  — çr,  C=-f-i. 

409.  Distance  d'un  point  d'une  surface  au  plan  tangent  en  un 
point  infiniment  voisin.  —  Soient  Uy  v  et  u-^-du,  r  h- rfi'  les 
arguments  sur  une  surface  de  deux  points  voisins,  de  coordonnées 
JT,  j',  z  et  X  -h  Ax,  y  -j-  A^,  5  4-  A;;  ;  la  distance  du  second  point 
au  plan  tangent  en  (^,  p)  est 

.        AAj:-4-BAk-4-CA^ 

(3)  0=   •     =:= . 

Or  on  a  (n^  169) 


âx   ,         dx   ,         I  /d^x   ,  .  d^x     ,      ,         d^x 

Ajf  =  —-  du-\-  -T-~dv  -^ —  (  — —  du-  -r-  2  3 — r-  du  rfp  -+-  -— 
(^a  ôv  i\ou^  ouov  dv 

v=..., 

As  = 


^...). 


Portons  ces  valeurs  dans  l'expression  de  S  :  au  numérateur  les 
termes  en  du  et  d^  disparaissent,  car  leurs  coefficients 

.  Ox       ^dy       ^  dz  .  dx 

A    --+-B-f--+-CT-     et     A— -+-... 
ou  ou  ou  ov 

sont  nuls  [équations  (2)];  il  reste  alors  pour  la  valeur  principale 
de  S  : 

■^  /A«-+-B2-hG* 

On  voit  que  S  est  du  second  ordre,  ce  qu'on  savait  a  priori, 
puisque  le  plan  tangent  a  un  contact  du  premier  ordre  avec  la 
surface. 

Nous  poserons,  pour  abréger, 

^  =  R. 


V      du'^  du^  du'^l      ^A«4-B«H-G» 

V^     dudv  dudv  àudv  /  ^\i^  q±_^  qz 


/A«-i-B«-»-C« 


:=  =  T, 


4l6  TROISIÈME   PARTIE.   —   APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES. 

d'où,  en  nous  bornant  à  la  valeur  principale, 
20  =  R  du^ -h  ^S  du  dv  -+-  T  di^*'. 

Dans  certaines  questions,  on  n^aura  besoin  que  des  valeurs 
proportionnelles  de  R,  S,  T  : 

A^— --+.B--^--+-Gt—       a  3 — -  -h . . .        A  -—-+-.. . 
du^  du*  ou*  ou  ov  dp* 


410.  Il  est  à  observer  que  si  les  axes  de  coordonnées  sont 
obliques,  û  est  donnée  par  une  formule  analogue  à  (3),  où  le 
numérateur  reste  le  même,  le  dénominateur  seul  ajant  varié 
et  demeurant  indépendant  de  ^x^  Aj^,  ^z  :  il  en  résulte  immé- 
diatement que  la  valeur  principale  de  2  0  est  toujours  de  la  forme 

R  rfa^H-  aS  du  dv^l  di*, 

R,  S,  T  n'ayant  plus  tout  à  fait,  à  cause  du  dénominateur,  la 
même  expression  que  ci-dessus,  mais  leurs  valeurs  proportion- 
nelles étant  toujours 

.  à*x  d*r  d*x 

du*  du  dv  dv* 


Élément  d'arc  sur  une  sur/ace, 

411.   Une  courbe  tracée  sur  la  surface  (i)  est  définie  par  une 
relation  entre  u  et  r,  v  =  if(u).  La  direction  de  sa  tangente  au 

point  w,  V  est  déterminée  par  la  valeur  du  rapport  -t->  ou  ©'(w)? 

déduite  de  Téquation  de  la  courbe.  En  effet,  en  différentîant  les 
relations  (i)  on  a 

^^^  ^*^=  5^^""^^^  ^^»        ^r=---»        dz=,,.; 

ce  qui  donne  les  valeurs  proportionnelles  de  rfx,  dy^  dZf  c'est- 
à-dire  les  paramètres  directeurs  de  la  tangente,  en  fonction  de  ^' 
On  peut  donc  dire  qu'en  un  point  (w,  v)  une  direction  tangente 
à  la  surface  est  définie  par  le  rapport  -j-t  et  réciproquement  :  celte 
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direction  est  la  limite  de  celle  de  la  droite  qui  joint  le  point  w,  r 
au  point  u  -h  du^  v  4-  dv. 

En  un  même  point  deux  directions  correspondant  à  deux  valeurs 

différentes  de  -t-  sont  différentes,  et  ne  peuvent  coïncider  que  si 
ces  valeurs  coïncident  :  cela  résulte  de  ce  que,  par  les  équa- 
tions (4),  les  rapports  77^  et  ;t-  sont  des  quotients  de  fonctions 

linéaires  en  -y  • 
du 


4*12.  Le  carré  de  la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins 
sur  la  surface,  et  d'arguments  w,  v  et  u-\-dUy  v-^-di^^  est,  en 
valeur  principale, 

rf^*  =  dx^  -f-  dy^  -+-  dz^  =  (  —  ûfw  -h  y-  rfp  )  H- . . . , 

c'est-à-dire 

(5)  ds^:=^du^-hi¥  dudv-^-G  rfp», 

étant  posé 

_,  _  dx  ùx       dy  dy        dz  dz 
~  du  dç        du  ôv        Ou  dv' 

«=(ë)*-(ï)*-(ï)' 

Cette  valeur  de  ds^  est  aussi  la  valeur  principale  du  carré  d'un 
arc  de  courbe  infiniment  petit  quelconque,  tracé  sur  la  surface  et 
allant  du  point  w,  i'  au  point  u  +  du^  ^  4-  rfc. 

413.  Longueur  d'un  arc  tracé  sur  la  surface.  —  Soit,  sur  la 
surface,  la  courbe 

la  différentielle  ds  de  son  arc  sera 

ds  =  /lil  du^  -h  2  F  du  dv  -h  G  dv-, 
où  Ton  remplace  v  par  'f  (w),  et  dç  par  'f\u)  du.  11  vient  ainsi  une 

H.  2^ 
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expression  de  la  forme 

ds  =  F(u)du, 

d'où,  pour  Tare  5,  l'expression 


=  rF{u 


)dii, 


Uq  et  u  étant  les  valeurs  du  paramètre  u  qui  répondent  aux  deux 
extrémités  de  Tare. 

414.  Si  la  surface  est  donnée  sous  la  forme 
on  n'aura  qu'à  supposer  u  =  œ,  p  =  J';  alors 

et  pour  rf^^,  en  remplaçant    -  et  -r^  par  p  et  y, 

ds^=^{i'Jfp^)dx^-¥  ipq  dx  df  -^{i-h  q^)d}'^. 

415.  Remarques.  —  Les  courbes  tracées  sur  la  surface  (i),  et  qui 

Fig.  90- 


v^di' 


sont  définies  par  //  =  const.  ou  t'  =  consl.,  sont  dites  lignes  coor- 
données^ par  analogie  avec  les  courbes  x  =  const.  et  y  =  consl. 
du  plan.  On  désignera  par  courbe  Uq  la  courbe  u  =  Uq;  on  dira 
également  courbe  u  pour  la  courbe  le  long  de  laquelle  le  premier 
paramètre  a  la  valeur  constante  u. 

Ceci  posé,  considérons  sur  la  surface  les  courbes  u  et  r,  qui  se 
croisent  en  M  (Jiff»  99);  puis  les  courbes  u  -+-  du  et  v  -+-  dv,  qui 
se  croisent  en  P. 
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On  a,  d'après  (5), 

Valeur  principale  de  MN    =  E(tt,  v)  du*, 

puisque  dv  est  nul  le  long  de  la  ligne  MN. 
De  même 

Valeur  principale  de  QP  =  E(a,  ç-hdv)du*  =  [E{u,  v)-^  E't,dv  -+-...]  du*, 

d'où 

1 

Valeur  principale  de  QP  =/E(£/,  v)  du(i-^      ~rfp  -h. . .  j 

=  ^E{Uj  v)  du(i-h-  ydv  -^..A, 
ce  qui  montre  que  Ton  a 

Valeur  principale  de  QP  =  valeur  principale  de  MN  —yfÈdu, 

De  même,  la  valeur  principale  de  MQ  est  celle  de  NP,  c'est- 
à-dire  que  la  figure  MNPQ  peut  être  considérée  comme  un 
parallélogramme  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second 
ordre  en  rf«,  dv. 

L'angle  NMQ  des  deux  courbes  u  et  i',  au  point  M,  s'évalue 
aisément;  les  paramètres  directeurs  de  la  tangente  en  M  à  la 
courbe  u  sont,  d'après  (4),  proportionnels  à 

-r-  dv,     -f-  dv,     -r-  dv, 
dv  dv  uv 

c'est-à-dire  à  -j->  y-?  -t->  puisque  rfa  =  o  sur  la  courbe  u\  pour  la 
courbe  r,  ce  sont  de  même  j-  >  •  •  •>  de  sorte  que  l'on  a 

dx  dx        ày  dy        âz  dz 

„  ,         ^  du  dif        du  Ov        du  ôv  F 

(G)       cos(w.  p)  = 


\/m-m-^\/m—  "" 


en  désignant  par  (e/,  {^)  Tangle  des  deux  courbes  u  et  r. 

Telle  est  la  relation  qui  donne  l'angle  des  deux  courbes  coor- 
données qui  se  croisent  en  un  point  quelconque  u^  v^  de  la  sur- 
face :  on  voit  que  si  toutes  les  courbes  u  croisent  toutes  les 
courbes  ç  à  angle  droit,  on  aura  identiquement  F==o;  récipro- 
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quement,  si  F  =  o,  les  deux  sjslèroes  de  lignes  coordonnées  soni 
orthogonaux. 

416.  Exemples.  —  i**  Surfaces  de  révolution, —  Une  surface 
de  révolution  autour  de  O^  a  pour  équation 

on  peut  donc  la  représenter  paramétriquement  par 

ar=rcosto,        ^  =  rsino),         z=/(r); 

r  et  (0  sont  les  coordonnées  polaires  de  la  projection  du  point 
x^y^  z  sur  le  plan  des  xy]  la  méridienne,  dans  le  plan  jsOj:,  est 
z=f{x). 
On  a 

ou 

c'est-à-dire 

E  =  !-+-/'»(  r),         F  =  o,         G  =  r». 

Le  terme  en  dr  dto  manque  :  les  courbes  r  =  const.  (parallèles) 
et  les  courbes  eu  =  const.  (méridiens)  se  coupent  donc  à  angle 
droit. 

2®  Sphère.  —  En  coordonnées  polaires  de  l'espace  (n**  285), 
une  sphère  de  centre  O  est  définie  par  p  =  R;  c'est-à-dire  qu'on 
a  sur  la  surface 

:r  =  Rsin6  cos-J/,        j^  =  R  sinO  sirn}',         3  =  RcosÔ, 

d'où 

ds^=  R«é/e«4-R*sin«ec^ij/î, 

et,  par  suite, 

E  =  R«,         F  =  o,         G  =  R»sinîe. 

3"  Hélicoïdes.  —  Un  hélicoïde  est  la  surface  engendrée  par 
une  courbe  du  plan  des  zx^  z  =f(^x),  qui  tourne  autour  de  0^, 
en  se  déplaçant  parallèlement  k  Oz  d'une  longueur  proportion- 
nelle à  l'angle  dont  elle  tourne.  On  peut  donc  représenter  para- 
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mélriquemeot  Thélicoïde  par  les  mêmes  équations  que  la  surface 
de  révolution,  en  ajoutant  seulement  à  -s  un  terme  ato,  propor- 
tionnel à  l'angle  de  rotation.  Donc,  pour  Thélicoïde, 

a7  =  rcosa),        y  =  r  s'inwy         a  =/(/•)-♦- a  w. 

On  en  conclut 

ds^  =  e/r*  -i-  r'  do>^  -\-[/'{r')  dr  -i-  adio  ]' 

=  dr^[\-i-/'Hr)]-h'idrdu}a/'(r)-hdui*(a^-hr^), 

et,  par  suite, 

E  =  !+/'»(/'),         F  =  a/'(r),         G  =  aî4-/-«. 

La  sur/ace  de  vis  à  filet  carré  s'obtient  en  prenant  pour 
courbe  génératrice,  dans  le  plan  zOxy  une  droite  normale  à  O^, 
z  =  h.  On  a  donc 

x  =  /*costi),        j  =  /sin(o,         z  =z  h  -h  atiiy 

ou,  en  transportant  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  au  point 
x=o,y=  o,  z  =  h, 

X  =  /*cos(o,         Y  =  /*sinii),         Z  =  ato, 
d'où 

ds^  =  rfX« -+-  c/Y*  -f-  dZ*  =dr^-hi r«  -+-  a»  )  c/o»». 

Le  terme  dr  dto  manque;  donc  les  courbes  o)  =  const.,  qui  sont 
les  génératrices  rectilignes,  et  les  courbes  r  =  const.,  qui  sont 
des  hélices  circulaires,  sont  orthogonales. 

417.  Exemple  d'arc.  —  Considérons  sur  la  sphère  la  courbe, 
dile  loxodromie,  définie  par  la  relation 

tang-  =  Xc«4', 

où  X  et  a  sont  des  constantes,  et  cherchons  la  longueur  d'un  arc 
quelconque  AB  de  cette  courbe  (yî^.  loo)  :  soient  OoCtAo,  6|  et^i 
les  coordonnées  de  A  et  B  sur  la  sphère. 
On  a  (n°  416,  2«) 
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Or,  sur  la  courbe  proposée,  en  diflerentiant  (7),  on  oblieiil 
I      rfO 


2.0  ^  ^  2    ^ 


d'où 


cos*  - 

2 


rf4/=r 


^0 


dd 


0    .    6        asinO 
Q.a  cos  — sin  - 
2        2 


Par  suite,  il  vient 


ds^=  Rîrfe«/^i-+-  ^], 


a       \  a 


Fig.  100. 


Or  R6,  est  l'arc  de  méridien  PB;  de  même  R9o  est  TarcPA; 
on  a  donc 

arcAB==^!— t-^(arcPB  — arcPA). 


Expression  de  Vêlement  d'aire. 


418.  L'aire  du  parallélogramme  MNPQ(n*»416),  compris  entre 
les  courbes  i/,  w  4-  rfw;  t»,  r  -+-  rfp,  est  égal  à 

ûfî  =  iMN.MQsin(w,  t>)  =  /EGrfa£/psin(«,  p). 

Or  on  a  trouvé 

F 

COSCll,  V)—       :  y 

V/EG 
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d'où  

sin(M,  ç)=  - 


et,  pour  l'élément  d'aire  sur  la  surface, 

dfj  =  du  rfi^y/EG— F«, 

aux  infiniment  petits  près  du  troisième  ordre. 

Cette  formule  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme.  En  effet, 
si  A,  B,  C  sont  les  coefficients  du  plan  tangent  (n**  408), 

__  dy  dz       dz   dy 
Ou  dv        du  dv 

on  a  identiquement,  par  la  formule  de  Lagrange, 

EG— F2  =  Aî-f-B»-+-C*; 
d'où 


drs  =  du  dv  /A»  m-  B»  -+-  G«. 

Si  la  surface  est  donnée  sous  la  forme  z=/(x^  y)^  on  a 

A=— jo,        B=  —  <7,        G=-i-i, 

d'où  

di  =  dx  dyj \  -hp*-\-  q*, 

formule  qui  peut  s'établir  directement.  Soient  en  effet  x^y^  z  les 

Fig.  loi. 

1 


.T       .3r+<ir 


yZ- -^^-r'^^ 

y^ff^pL- _^^i^ 


coordonnées  d'un  point  M  de  la  surface;  figurons  sur  le  plan  des 
xy  les  droites  X  =  a:,  X  =;r  -h  rfx;  Y=y,  Y  =y  -^  dy  :  elles 
comprennent  le  petit  rectangle  ombré  {Jig*  lo»)?  d'aire  dxdy. 
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Soit  dfj  l'aire  de  la  portion  de  surface,  au  voisinage  de  M,  qui 
se  projette  à  Tinlérieur  du  rectangle  :  celte  portion  de  surface 
peut  être  assimilée  à  une  portion  du  plan  tangent  en  M,  de  sorte 
qu'on  a 

dx  dy  =  é/jcosv, 


V  étant  Tangle  du  plan  tangent  en  M  avec  le  plan  des  xy.  Comme 
on  a  bien 

di  =  djr  dy\/i~h  p^  -f-  q*. 


cosv  =  »  on  a  bien 

/ 1  -h/ï'H-  q^ 
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CHAPITRE  V. 

COURBURE  DES  SURFACES. 


I.  -  COURBURE  DES  LIGNES  TRACÉES  SUR  UNE  SURFACE. 


419.  Indicatrice.  —  Soit  la  surface 

prenons  pour  origine  un  de  ses  points,  et,  pour  plan  des  xy^  le 
plan  tangent  en  ce  point  :  la  cote  2,  développée  par  la  formule  de 
Maclaurin,  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  et  j^,  aura  une 
expression  de  la  forme 

les  termes  non  écrits  étant  d'ordre  supérieur  à  deux  en  x^  y\  les 
termes  du  premier  degré  manquent  au  second  membre,  puisque 
le  plan  tangent  à  Torigine  est  5  =  0. 

En  disposant  convenablement  de  la  direction  des  axes  des  x  et 
des  y^  supposés  rectangulaires,  on  peut,  sans  introduire  d'ima- 
ginaires, faire  disparaître  le  terme  en  xy^  et  il  reste 

1  "^ 

Si  l'on  coupe  la  surface  par  un  plan  z=h^  voisin  du  plan 
des  xy,  la  section,  pour  des  valeurs  très  petites  de  x  et  y,  sera 
sensiblement  représentée  par  Téquation 

elle  sera  donc  semblable  à  la  conique  du  plan  des  xy,  dont  les 
axes  toujours  réels  sont  O^  et  Oy^ 

conique  qu'on  désigne  par  le  nom  d'indicatrice. 
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Si  M  et  N  sont  de  même  signe,  l'indicatrice  est  elliptique; 
alors  les  courbes  (2)  sont  réelles  lorsque  h  est  du  signe  de  M  el 
de  N,  imaginaires  dans  le  cas  contraire;  en  d'autres  termes,  les 
plans  parallèles  au  plan  tangent  coupent  la  surface,  au  voisinctge 
du  point  de  contact,  en  des  points  réels  ou  non,  selon  qu'ils  sont 
situés  de  l'un  ou  de  l'autre  côté  du  plan  tangent. 

Si  M  et  N  sont  de  signes  contraires,  l'indicatrice  est  hyperbo- 
lique; les  courbes  (2)  sont  toujours  réelles,  c'est-à-dire  que  les 
plans  parallèles  au  plan  tangent  coupent  toujours  la  surface  en 
des  points  réels,  au  voisinage  du  point  de  contact. 

En  d'autres  termes,  quand  l'indicatrice  est  elliptique,  la  sur- 
face, au  voisinage  du  point  de  contact,  est  située  d'un  même  côlé 
de  son  plan  langent  (exemple  :  ellipsoïde)  ;  quand  l'indicalrice 
est  hyperbolique,  la  surface  traverse  son  plan  tangent  (exemple  : 
hjperboloïde  à  une  nappe). 

Enfin,  si  M  ou  N  est  nul,  l'indicalrice  est  dite  parabolique,  el 
le  point  O  est  xxn  point  parabolique. 

Étudions  maintenant  la  courbure,  au  point  O,  des  diverses 
lignes  qu'on  peut  tracer  sur  la  surface  à  partir  de  ce  point;  nous 
commencerons  par  la  courbure  des  sections  normales. 

420.  Courbure  d'une  section  normale.  —  Menons  par  la  nor- 
male Oz  {Jig*  102)  un  plan  ^O^  faisant  un  angle  ©  avec  le  plan 

Fi  g.  10a. 


des  zx^  et  proposons-nous  d'évaluer  la  courbure  en  O  de  la  sec- 
lion  ainsi  déterminée  dans  la  surface. 

Soit  M  un  point  voisin  de  O  sur  la  section,  de  coordonnées 
dx^  dy,  As;  menons  MP  normal  au  plan  des  xy.  On  a,  pour  la 
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courbure,  A-,  de  la  section  en  O  (n**  399), 

,  ,  .     .     ,       2MP  ,  .     .     ,   2A5 

k  =  valeur  principale  : .v«-i-i  ~  valeur  principale  —, —  • 

*  ^      (arcOM)î  ^         '        ds"^ 

Or,  d'après  l'équalion  (i)de  la  surface, 
donc,  en  prenant  la  valeur  principale, 

et,  comme  -j-^  -,-  sont  évidemment  les  cosinus  des  angles  que  fait, 

avec  Oj;  et  Oy^  la  tangente  en  O  à  la  seclîon  0M(*),  c'est-à- 
dire  cos'^  et  sincp,  il  vient  finalement 

(3)  /i  =  M  cos'©  H- N  sin'ç. 

Le  rayon  de  courbure,  p,  est  l'inverse  de  k  : 

i^bis)  p=  -, —   —«.—.—,-• 

.  "^        M  cos^cp  -+-  ?i  sin*c{. 

Or,  le  carré  du  demi-diamètre,  dirigé  suivant  O^,  de  Tindica- 
Irice  Ma:^-|- Nj^2=  r,  est  précisément  i  :  (Mcos^-^-f- N  sin^ç); 
donc  : 

Théorème.  —  Le  rayon  de  courbure  en  O,  d'une  section 
normale,  est  égalau  carré  du  demi-diamètre  de  V indicatrice, 
dirigé  suivant  la  trace  de  la  section  sur  le  plan  tangent  en  O. 

421.  Rayons  et  centres  de  courbure  principaux.  —  En  vertu 
de  ce  théorème,  le  rajon  de  courbure  d'une  seclion  normale 
est  maximum  ou  minimum  quand  la  trace  de  la  seclion  est  un 

des  axes  de  l'indicatrice,  c'est-à-dire  quand  tp  =  o  ou  (p=  -•  Les 

deux  valeurs  correspondantes  du  rayon  de  courbure,  à  savoir 


,,^   ^      dx    dy    dz  .  ...  ,  ,  *  .     . 

(')  Car  — -  )  -p-f  -7-  sont  les  cosinus  directeurs   des  angles  que  fait  la  tan- 
gente en  un  point  d'une  courbe  gauche  avec  les  trois  axes. 
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se  nommenl  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface  aa 
point  O.  lis  sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires  selon 
que  rindicatrice  est  elliptique  ou  hyperbolique.  Si  rindicalrice 
est  une  hyperbole  équilatère,  M  = — N;  les  rayons  de  courbure 
principaux  sont  égaux  et  de  signe  contraire,  et  réciproquement. 

Si  rindicatrice  est  parabolique  (c'est-à-dire  en  un  point  para- 
bolique), M  ou  N  est  nul;  un  des  rayons  de  courbure  princîpaui 
est  donc  infini,  et  réciproquement. 

Les  centres  de  courbure  principaux  sont  les  centres  de  cour- 
bure des  sections  normales  m^enées  par  les  axes  de  rindicatrice; 
ils  sont  donc  sur  la  normale  Os,  à  des  distances  de  son  pied,  O, 
égales  à  pi  et  à  03. 

422.  Déûnitions.  —  On  nomme  : 

1**  Directions  principales  au  point  O,  celles,  toujours 
réelles  (n**  419),  des  axes  de  l'indicatrice; 

'i"^  Directions  asympto tiques,  celles  des  asymptotes,  réelles 
ou  imaginaires,  deTindicatrice.  Leur  équation  est  Mx'^-h  Nj'-  =  o 
dans  le  plan  des  xy]  elles  sont  également  inclinées  sur  les  direc- 
tions principales. 

Si  cp  est  l'angle  d'une  direction  asymptotique  avec  Ojr,  on  a 
Mcos^'^  H- Nsin^cp  =  o;  par  suite,  en  vertu  de  (3)  ou  de  (3  6/V), 
les  sections  normales  menées  par  les  asymptotes  de  l'indicatrice 
ont,  au  point  O,  leur  rayon  de  courbure  infini,  et  réciproque- 
ment. 

Les  asymptotes  de  l'indicatrice  au  point  O  sont  les  deux  tan- 
gentes, en  ce  point,  à  la  section  de  la  surface  par  son  plan  tan- 
gent; car  cette  section  a  pour  équation  o  =  -  (Mjj^-I-  Nj^^)-}-.... 

On  en  conclut  que  chacune  de  ces  droites  coupe  la  surface  en 
trois  points  confondus  avec  O. 

3°  Plans  principaux,  les  deux  plans  normaux  à  la  surface  qui 
passent  par  les  axes  de  l'indicatrice;  ils  sont  rectangulaires. 

423.  Remarques.  —  La  normale  à  la  surface 
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en  un  point  x^  r,  z  voisin  de  O,  a  pour  équations 

X  —  X     __      Y  —  y      __Z  —  z 

M d7  -h . . .  *""  N^  -4-.. .  "~    —  I    * 

Pour  qu'elle   rencontre   la   normale  en  O,    c'est-à-dire   Taxe 

des  z.  il  faut  que  ^n =  ^^ — — '»  O" 

xyi^l  —  N)-t-. .  .=  o, 

les  termes  non  écrits  étant  d'ordre  supérieur  au  terme  conservé. 
Si  donc  M^N,  c'est-à-dire  si  l'indicatrice  n'est  pas  un  cercle,  on 
aura  à  la  limite  ^  =  o  ou  j^  =  o  ;  en  d'autres  termes  : 

Pour  que  la  normale  à  la  surface  en  un  point  O^,  infini- 
ment voisin  de  O,  rencontre  la  normale  en  O,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  direction  00^  ait  pour  limite  une  des  directions  prin- 
cipales au  point  O. 

Si  la  direction  00^  est  ^  =  o,  on  trouve,  pour  le  z  du  point  de 

rencontre  de  la  normale  en  0|  et  de  l'axe  des  z^  la  valeur  j^  ;  de 

même,  pour  la  direction  y  =  o,  on  aurait  ^  ;  donc  : 

Les  deux  points  ou  la  normale  à  la  surface  en  O  est  coupée 
par  une  normale  infiniment  voisine  sont  les  deux  centres  de 
courbure  principaux. 

Sous  une  autre  forme  : 

Les  normales  à  une  surface  forment  une  congruence;  les 
deux  points  focaux  situés  sur  chaque  normale  sont  les  centres 
de  courbure  principaux  de  la  suif  ace  pour  le  pied  de  la  nor- 
male; enfin,  d'après  ce  qui  précède  et  le  n*"  369,  les  deux  plans 
focaux  sont  les  deux  plans  principaux  de  la  surface  au  même 
point, 

424.  Courbure  d'une  ligne  quelconque.  —  Prenons  maintenant 
une  surface  représentée  paramétriquement  par  les  relations 

(4)  X  =  X{U,V),  y=y(u,v),  Z  =  Z{U,V)\ 

et  soient  w,  i^  les  paramètres  d'un  point  quelconque  M(j:,^,  :;) 
de  la  surface. 
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Considérons  sur  la  surface  une  courbe  quelconque  MM'  passant 
par  M  (Jig.  'o3);  pour  évaluer  sa  courbure  ky  en  M,  meooDs 
de  M',  infiniment  voisin  de  M  sur  la  courbe,  une  normale  M'P  au 

Fig.  io3. 


plan  langenl  à  la  surface  en  M,  et  une  perpendiculaire  M'Q  sur  la 
tangente  à  la  courbe  en  M. 
On  a  (no  399) 


D'ailleurs, 
ce  qui  donne 


k  =  Iiin j  ' 

MM' 

M'P 


M'Q  = 


k  =  lira 2  ■ 


cosQM'F 
M'P 


MM    cosQM'P 


Si  Ton  désigne  par  u  -f-  du,  i^  -|-  d^  les  paramètres  du  point  M', 
la  valeur  principale  de  2 M'P  est  (n®  409) 

R  du^-h2Sdu  di>-hT  dv'^  ; 


celle  de  MM'    est  (nM12) 

E  ûfa«-+-  2 F  du  </p  -h  G  dv^  ; 

E,  F,  G,  R,  S,  T  étant  des  fonctions  connues  de  w,  r,  dont  les 
expressions  ont  été  données  aux  n<**  409  et  412.  Quant  à 
l'angle  QM'P,  c'est  celui  du  plan  MQM' avec  la  normale  MN  à 
la  surface  en  M;  à  la  limite,  le  plan  MQM',  qui  passe  par  la  tan- 
gente MQ  à  la  courbe  MM'  et  par  le  point  voisin  M',  devient  le 
plan  osculaleur  en  M  à  celte  courbe  (n®  386);  si  donc  6  est  Tangle 
que  fait,  avec  la  normale  en  M,  le  plan  osculateur  de  la  courbe 
considérée  au  même  point  M,  on  a,  pour  la  courbure  de  la  courbe 
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en  M, 

^ ^ ^  '  ~  Ë~dû^^^2V~dîîdv^Gd^  côsô ' 

formule  1res  importante  dont  on  va  déduire  de  nombreuses  con- 
séquences. 

423.  On  voit  d'abord  que,  en    un   point  w,  v^,  A*  ne  dépend 

que  de  -7-»  c'est-à-dire  de  la  direction  de  la  tangente  en  M  à  la 

courbe  considérée,  et  de  0,  c'est-à-dire  du  plan  osculateur  en  M. 
Donc  : 

Théorème  I.  —  La  courbure  en  un  point  M  d^une  ligne  tracée 
sur  une  surface  est  la  même  que  celle  de  toute  autre  courbe 
de  la  suif  ace,  ayant  en  M  même  tangente  et  même  plan  oscu- 
lateur que  la  première. 

En  particulier  : 

La  courbure  en  un  point  M  d^une  ligne  tracée  sur  une  sur- 
face est  la  même  que  celle  de  la  section  déterminée  dans  la 
surface  par  le  plan  osculateur  de  la  ligne  au  point  M. 

Ce  théorème  ramène  Tétude  de  la  courbure  des  lignes  tracées 
sur  la  surface  à  Tétude  de  la  courbure  des  sections  planes. 

426.  Courbure  d'une  section  plane.  —  Considérons  deux  sec- 
lions  planes  passant  par  la  même  tangente  en  M  à  la  surface;  -7- 

estle  même  au  point  M  pour  les  deux  courbes  sections.  Soit  0 
Tangle  que  fait  le  plan  de  la  première  section  avec  la  normale  à 
la  surface  en  M^  on  a,  pour  la  courbure  de  cette  section  en  M, 

R  dir-  -^  9.  S  du  di>-hT  di>i      1 

Al    — 


K  du- -r-  •>  F  du  dv  -h  G  dv^  cos  0 

Supposons  que  la  seconde  section  contienne  la  normale  en  M; 
Tangle  6  correspondant  est  nul,  et  la  courbure  de  la  section  en  M 
est 

R  du^  -t-  2  S  du  dv-^H  dv'^ 
^^^  ^''"  l^du-^^'ib^dudv-^Gdv^' 
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d'où 

ko=  AcosO; 

c'est  le  Théorème  de  Meusnier,  qui  s'énonce  ainsi  : 

Théorème  II.  —  Le  rayon  (ou  le  centre)  de  courbure,  au 
point  M,  dhme  section  plane  quelconque  passant  par  M  est  la 
projection  du  rayon  {ou  du  centre)  de  courbure  de  la  section 
normale  menée  par  la  même  tangente. 

Cette  proposition  ramène  l'étude  de  la  courbure  des  sections 
planes  à  celle  de  la  courbure  des  sections  normales,  faite  direc- 
tement au  n"*  4!20. 

427.  Autres  conséquences.  —  La  formule  (6),  qui  donne  la 
courbure  d'une  section  normale,  va  maintenant  nous  permettre  de 
déterminer,  en  un  point  quelconque  de  la  surface  (4),  les  rayons 
de  courbure  principaux,  les  directions  principales  et  asympto- 
tiques,  les  points  paraboliques,  etc.  Ecrivons  celle  équation  en 
faisant  apparaître  le  rayon  de  courbure  p,  au  lieu  de  la  courbure  k^ 
qui  est  son  inverse  : 

__  E  du'^  -i-iF  du  dv  -f-  G  dv^- 
^"^  ^^  Kdu^^  i^du  dv-^  T  dv^  ' 

ce  qu'on  peut  écrire  aussi  : 

(S)  (E—  pR)t/««-+-2(F-  pS)dudv-^{G  —  pT)dv^-=o. 

(]elte  formule,  (7)  ou  (8),  donne  le  rayon  de  courbure,  au 
point  (^,  v)^  de  la  section  normale  menée  par  la  tangente  dont  la 

do 

direction  est  définie  par  le  rapport  -7-  (n°  41 1  ). 

Bayons  de  courbure  principaux.  —  Ou  les  obtiendra,  d'après 
le  n*'4âl,  en  cherchant  le  maximum  et  le  minimum  de  p  quand 

-j-  varie;  ces  valeurs  se  trouvent,  d'après  une  méthode  élémen- 
taire connue,  en  exprimant  que  l'équalion  (8),  considérée  comme 
équation  du  second  degré  en  -r-  >  a  ses  racines  égales.  On  a  ainsi 

(9)  (F-pS)2-(E-pU)(G-pT;  =  o, 
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équation  du  second  degré  en  p,  fournissant  les  valeurs  des  rayons 
de  courbure  principaux  cherchés,  au  point  d'arguments  u  et  v. 

Directions  principales.  —  Les  valeurs  de  3-  qui  correspondent 

aux  directions  principales  sont  celles  pour  lesquelles  p  est  maxi- 
mum ou   minimum;  donc,   en  vertu  de  ce  qui  précède,  quand 

l'équation  (8),  en  ^  »  a  une  racine  double,  cette  racine  correspond 

à  une  direction  principale  :  elle  satisfait  aux  deux  équations  qu'on 
obtient  en  dérivant  (8)  par  rapport  à  du  et  à  rfi^,  ce  qui  donne 

(10)  (E  — pR)cfM-4-(F  — pS)û?P  =  o, 

(11)  (F  — pS)e/a-+-(G— pT)t/t^  =  o, 

et,  en  éliminant  p, 

Edu-^¥  dv        ^du-^Sdv 


¥  du-^  Gdv 

^du^T  dv 

c'est-à-dire 

E            F 

G 

(12) 

R            S 
dv^     —  du  dv 

T 
du^ 

=  0. 

Telle  est  Téquation  qui  donne  les  deux  valeurs  de  ^  qui  cor- 
respondent aux  directions  principales  ;  on  peut  y  remplacer  R,  S,  T 
par  leurs  valeurs  proportionnelles  (n**  409).  De  même,  il  suffirait 
de  connaître  les  valeurs  proportionnelles  de  E,  F,  G. 

Directions  asymptotiques,  —  Les  sections  normales  menées 
par  les  asymptotes  de  l'indicatrice  en  M  ont,  en  ce  point,  leur 
rayon  de  courbure  infini  (n°  422)  et  réciproquement. 

On  obtiendra  donc  les  directions  asymplotiques  en  écrivant 
que  l'équation  (7)  donne,  pour  p,  une  valeur  infinie,  d'où  : 

(i3)        '  R€/a«-+-2Sû?Me/p-+-T<ip«  =  o. 

Ici  encore  on  peut  substituer  à  R,  S,  T  leurs  valeurs  propor- 
tionnelles. 

Points  paraboliques.  —  Ce  sont  les  points  où  l'un  des  rayons 
de  courbure  principaux  est  infini  (n^  421  );  l'équation  (9)  en  p  aura 

H.  28 
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donc,  pour  un  de  ces  points,  une  racine  infinie,  d*où 
(i4)  S2— RT  =  o. 

C^est  là  une  relation  entre  u  el  r,  qui  définit  sur  la  surface  une 
ligne,  dite  ligne  parabolique,  dont  tous  les  points  sont  para- 
boliques. 

Ombilics,  —  On  nomme  ombilic  tout  point  où  Tindicatrice 
est  un  cercle  :  les  directions  principales  (axes  de  l'indicatrice)  sont 
alors  indéterminées,  c'esl-à-dire  que,  dans  Péquation  (f^),  les 
coefficients  de  du^^  dudv^  dv^  sont  nuls,  ce  qui  donne 


(i5) 


E 
R 


F  _  G 
S  "  T* 


On  a  ainsi  deux  équations  entre  u  et  t>,  qui  déterminent,  sur  la 
surface,  un  nombre  limité  de  points,  lesquels  sont  les  ombilics. 

428.  Si  la  surface  est  donnée  sous  la  forme  z  ='f{x^y)y  on 
supposera,  pour  appliquer  les  formules  ci-dessus,  m  =x,  ç?  =^'; 
d'où,  puisque  A  =  —  /?,  B:=  —  y,  C=i, 


d^x 


à^y 


/n:^r;:7'R  =  A^^B^ 


/i -+-/?«-+- 9«  S  =  A 


âuâv 


duâv 


du  dv       dx  djr 


=  r, 


V^i-^/>*4-^*T  = 

et  l'on  a  trouvé  (n°  414) 

E  =  i-H/?*,        F=pq,        G  =  n-^«. 
L'équation  (g),  aux  rayons  de  courbure  principaux,  devient 


ainsi 


(9  bis) 


L'équation  (12),  aux  directions  principales,  devient  : 


-  o. 


(12  bis) 


I  -+-  /)'  pq  \  -\-  q^ 

r  s  t 

dy^        —  dxdy      dx* 
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L'équatioD  (i3),  aux  directions  asympto tiques,  devient  : 
(  1 3  bis)  r  dx^ -\-  2S  dx  dy  -h  t  dy^  ~  o. 

Les  points  paraboliques  sont  donnés  par  : 
(14  bis)  s^  —  rt=  o, 

et  les  ombilics  par  : 

(.5  bis)  i±^  =  ^  =  li,-^. 

'  r  s  t 


II.  -  LIGNES  DE  COURBURE,  LIGNES  ASTMPTOTIQUES. 


429.  Lignes  de  courbure.  —  On  nomme  lignes  de  courbure 
sur  une  surface  les  lignes  qui,  en  chacun  de  leurs  points,  sont 
tangentes  à  une  des  directions  principales  en  ce  point. 

Les  directions  principales  de  la  surface  proposée,  au  point  w,  t», 
sont  définies  par  l'équation  (12),  qui  est  de  la  forme 

(la)  a(tt,  p)</tt*-h  26(m,  v)dudv  n-  c(m,  v)  dv^=  o, 

a,  fr,c  étant  des  fonctions  connues  de  m  et  de  t^;  une  ligne  (;  =  ç(a), 
tracée  sur  la  surface,  sera  donc  une  ligne  de  courbure  si  la  valeur 

-j-  =  ©'(w),  qui  correspond  à  la  direction  de  sa  tangente  (n°  411  ), 

vérifie  l'équation  (12)  en  tous  les  points  de  la  ligne,  c'est-à-dire 
si  l'on  a,  quel  que  soit  u, 

«["»  ?(")]  -^'^b[u,  <p(w)]?'(w)-+-c[m,  ?(w)]f«(tt)  =  o. 

Le  problème  est  donc  ramené  à  trouver  une  fonction,  ç(m), 
vérifiant  cette  relation,  qui  est  une  équation  différentielle  du 
premier  ordre. 

La  recherche  de  la  fonction  <p(w),  c'est-à-dire  des  lignes  de 
courbure,  revient  donc  à  l'intégration  de  l'équation  difTérentielIe, 
où  nous  récrivons  (^  à  la  place  de  ^{u)j 

/         X  /  /         ^  dv  .  f  dv\^ 
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c'est-à-dire,  d'après  (12), 

E  F     G  I 

R  S      T  I 

^du)  du 

où  E,  F,  G,  R,  S,  T  sont  des  fonctions  données  de  m,  v. 

On  établira,  dans  le  Cours  de  seconde  année,  que  la  solution 
générale,  t>,  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre  ren- 
ferme une  constante  arbitraire,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

<^  =  (p(a,  G). 

La  fonction  v  étant  trouvée  par  un  procédé  d'intégration  quel- 
conque, les  lignes  de  courbure  s'obtiendront  en  remplaçant  v  par 
sa  valeur  en  u  dans  les  équations  qui  définissent  paramétrique- 
ment  la  surface  (4);  une  quelconque  de  ces  lignes  sera  donc 
donnéeparamétriquement  par 

a7  =  a?[a,  Q(a,  G)],        7=...,        z  =  ,,,. 

En  faisant  varier  C,  on  aura  ainsi  une  infinité  simple  de  lignes 
de  courbure. 

Comme  il  y  a  en  chaque  point  deux  directions  principales  tou- 
jours réelles,  il  y  aura  deux  lignes  de  courbures  réelles  passant  par 
tout  point  de  la  surface.  En  d'autres  termes,  les  lignes  de  cour- 
bure forment  deux  séries  réelles,  et,  de  plus,  les  courbes  d'une 
série  coupent  à  angle  droit  toutes  les  courbes  de  l'autre,  puisque 
les  directions  principales  en  un  point  sont  rectangulaires. 

430.  lignes  asymptotiques.  —  On  nomme  asymptotiques  les 
lignes  tracées  sur  une  surface  et  qui  touchent,  en  chacun  de  leurs 
points,  une  des  directions  asymptotiques  en  ce  point.  On  les 
trouvera,  en  vertu  du  raisonnement  fait  pour  les  lignes  de  cour- 
bure, en  intégrant  l'équation  (i3)  aux  directions  asymptotiques. 


dv  ,  r^fdvy 


où  R,  S,  T  sont  des  fonctions  connues  de  u  et  v. 

Il  y  a  évidemment  deux  lignes  asymptotiques  passant  par  chaque 
point  de  la  surface,  c'est-à-dire  que  ces  lignes  forment  deux  séries; 
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mais  les  lignes  asymptotiques  passant  par  un  point  ne  sont  pas 
nécessairement  réelles  :  elles  sont  réelles  si  Findicatrice  en  ce 
point  est  hyperbolique;  imaginaires  si  l'indicatrice  est  elliptique. 
Par  exemple,  sur  une  surface  fermée  convexe,  comme  l'ellipsoïde, 
les  lignes  asymptotiques  sont  toutes  imaginaires. 

Remarque^  —  D'après  cela,  on  obtient  Téquation  différen- 
tielle des  asymptotiques  en  annulant  la  quantité  S,  valeur  princi- 
pale de  la  distance  du  point  (u-^-duj  v-hdi?)  de  la  surface  au 
plan  langent  en  (w,  (^);  or,  nous  avons  vu  (n**  410)  que  8  garde,  à 
un  facteur  près,  la  même  forme  quels  que  soient  les  angles  des 
axes;  donc,  en  coordonnées  cartésiennes,  rectangulaires  ou 
obliques,  l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques  est 
toujours 

431.  Autre  définition  des  lignes  de  courbure.  —  D'après  le 
n®  423,  si  O  et  0|  sont  deux  points  infiniment  voisins  sur  une 
ligne  de  courbure,  les  normales  à  la  surface  en  ces  deux  points  se 
rencontrent  (aux  infiniment  petits  près  d'ordre  supérieur  à  00^). 
Il  en  résulte  (n**  365)  que  les  normales  à  une  surface  le  long  d'une 
ligne  de  courbure  enveloppent  une  courbe,  c'est-à-dire  forment 
une  surface  développable.  On  peut  le  vérifier  en  cherchant  à 
déterminer  directement  les  lignes  qui  possèdent  cette  propriété. 

La  surface  étant  z  =  /{x,  y),  la  normale  au  point  x^y,  z  est 

X  —  a:-+-/>(Z  —  5)=  o,         Y — y-^q{Z  —  z)  =  o. 

Supposons  maintenant  que  le  pointa:,^,  z  décrive  une  courbe 
sur  la  surface;  y  cl  z  sont  des  fonctions  de  x,  seule  variable  indé- 
pendante, et  la  condition  pour  que  les  normales  considérées 
admettent  une  enveloppe  est,  d'après  la  formule  (lo)  du  n°  366, 

dp    d  ,  .        dq    d  , 

ou,  après  développement  et  réductions, 

dx\dx       ^  dxj       dx  \        ^  dx / 
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et,  puisque 

^p  ^        ^y       ^^  _      f^y       ^^  _        ^y 

dx~~  dx^         dx  '"  dx^         dx  ~ ^      ^  dx^ 

îl  vient 

On  retrouve  ainsi  l'équation  différenûelle  (12  bis)  des  lignes  de 
courbure,  ce  qui  établit  la  proposition. 

432.  Autre  déûnition  des  lignes  asymptotiques.  —  Cherchons 
sur  une  surface  les  lignes  qui  admettent  pour  plan  osculateur,  en 
chacun  de  leurs  points,  le  plan  tangent  à  la  surface  en  ce  point. 

Soient  u,  i?  et  u-\-  du^  \>  -^  dv  les  paramètres  de  deux  points 
voisins,  M  et  M',  sur  une  telle  ligne  :  pour  que  le  plan  tangent 
en  M  soit  osculateur  à  la  courbe,  il  faut  et  il  suffit,  d'après  la 
théorie  du  contact,  que  la  distance  de  M' à  ce  plan  soit  du  troisième 
ordre  par  rapport  à  MM'.  Or,  la  distance  de  M'  au  plan  tangenl 
en  M  a  pour  expression  (n**  409) 

~{Kdu'^^iSdudv-^T  dv^y-\-..., 

les  termes  non  écrits  étant  d'ordre  trois  au  moins  en  du  et  <fç?; 
pour  qu^elle  soit  du  troisième  ordre,  il  est  nécessaire  et  suffisanl 
que  les  termes  d'ordre  deux  disparaissent,  c'est-à-dire  que  du 
et  dv  soient  liés  par  l'équation 

R  «/a«-h  5iS  rftt  û?PH- T  rfp«  =  o, 

qui  est  l'équation  aux  directions  asymptotiques.  En  d'autres 
termes,  les  courbes  cherchées  ont  pour  direction  de  tangente,  en 
chacun  de  leurs  points,  une  des  directions  asymptotiques  en  ce 
point;  elles  coïncident  donc  avec  les  lignes  asymptotiques. 

Exemples. 

433.  Hélicoldes.  —  Un  hélicoïde  d'axe  Oz  est  défini  paramé- 
triquement  (n®  416)  par 

(16)  j'  =  rcos(»),        j^  =  rsinw,        z  =  fi r) -^  ata^ 
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r  et  co  étant  les  paramètres  désignés  par  ii  et  v.  On  en  conclut 

.        dy  àz        âz  ây  .,.    . 

A=  -^  -T —-  -f-  = —  ^f  (r)  costo-t-  a  smto, 

dr  àta       dr  diù  J  \    ^  » 

B= =  —  r/'(r)  sinto—  acosu), 

G  = =  r. 

D'ailleurs  on  a  (n"  416) 

E  =  1  -+-/'*(r),         F  rr.  af{r),        G  =  r«-+-  a«, 
et 

s  /A*-+-Bî-hG«  =s  A  -^^  -h =  —  «, 

T/A*-hB«-+-C»  =  A^     -^ =  r^/'(r). 

L'équation  différentielle  des  lignes  asynipLo tiques  est  donc 
(  17 )  ^/"{r)  dr*  ~  ladrdui  -h  r*/'{r  )  dta^  —  o : 

d'où  l'on  tire 

dr_  __  a  ±  /ô*  —  r\f'(  /')/"(  rj 
doi  ~  rj'ir) 

On  peut  réunir  dans  un  membre  les  termes  en  /•,  dans  l'autre 
membre  les  termes  en  co,  en  écrivant (^é/?ara<io/i  des  variables)  : 

dr( -^£i^]_U^, 

Vaitrv/«*-r3/'(r)/'(/-)/ 

d'où,  en  intégrant  les  deux  membres, 

r  rr(r)dr 

J  a=±:/a*-r3/'(r)/'(r) 


=  0)  -+-  const. 


On  trouvera  donc  l'équation  des  asymptoliques  en  effectuant  une 
quadrature;  le  signe  ziz  donnera  les  deux  séries  de  ces  lignes. 
Par  exemple,  pour  la  surface  de  vis  à  filet  carré,  f{r)  est 
nul  (n°  416),  et  les  as^^mplotiques  sont  données  par  l'équa- 
tion (17),  où  y  =z  f  =if'' z=::  o.  Il  reste 

dr  dm  =  o, 
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d^où  les  deux  solutions 
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r  =  const.,  ce  qui  donne  des  hélices  circulaires  (n®  407,  a*); 
0)  =  const,,  ce  qui  donne  les  génératrices  rectilignes. 

Les  lignes  de  courbure  de  l'hélicoïde  général  (16)  sont  don- 
nées par  l'équation 

H- /'«(/•)      af(r)       /•«-+- a» 
rr{r)  -a        r^f\r) 

diù^  —  dr  dtù        dr* 

Elle  est  de  la  forme 

M  dr*  -h  2  N  û?r  rfw  H-  P  dtù*  =  o, 

M,  N,  P  étant  fonctions  de  r  seul.  On  en  tirera  donc,  pour  ^» 
deux  valeurs 

d'où 


dr 


=  dii), 


dr 


=  rfoj, 


et  les  lignes  de  courbure  des  deux  séries  seront  données  par  les 
équations 

r    dr  r    dr 

I  — ; —  =(«-+■  const.,  /  — - — -  =  u>  -+-  const. 

On  a  ainsi  des  relations  entre  r  et  w,  qui,  à  cause  de  la  signifi- 
cation géométrique  de  r  et  de  to,  représentent  les  équations  des 
projections  des  lignes  de  courbure  sur  le  plan  des  xy^  en  coor- 
données  polaires. 

Pour  la  sur/ace  de  vis  à  filet  carré,  l'équation  des  lignes  de 
courbure  est,  en  faisant /=:/'  =  /''=  o, 

1  o  a'^-ir-  r* 

0  —  a  o 

é/to*     —  dr  dui        dr* 


ou 


dr*  =  {r*  -i-  a*)  dtù*, 
ce  qui  s'écrit,  en  séparant  les  variables, 

dr 


^r*  -+-  a* 


=  ±e/aj. 
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et,  en  intégrant, 

log(r H-  \/r^-\-  a*)  =.±nsi-+-  loge, 
/•  -H  /r*  ■+■  a*  =  c«*«  ; 

d'où,  par  un  calcul  facile, 

ar  =  c^^w e"^^. 

c 

434.  Surfaces  de  révolution.  —  Il  suffit  de  faire  a  =  o  dans  les 
formules  précédentes  pour  qu'elles  s'appliquent  à  la  surface  de 
révolution  autour  AeOz  : 

a7  =  rcosaj,        ^  =  rsîna),         z=/(r). 
L'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure  est  donc 

r/'(r)  0  rV'(/-)Uo, 

ou 

r^drdiù\/'{r)[i  -^f'^ir)]  -  rf\r)\  r^  o. 

En  général,  le  coefficient  de  drdiù  n'est  pas  nul;  l'équation 
différentielle  se  réduit  donc  à  drdto  =  o;  ce  qui  donne,  pour  les 
lignes  de  courbure,  les  méridiens  (o)  =  const.)  et  les  parallèles 
(r=const.).  Ce  résultat  est  géométriquement  évident,  car  les 
normales  à  une  surface  de  révolution  le  long  d'un  méridien  ou 
d'un  parallèle  engendrent  une  surface  développable,  plan  ou  cône. 

Si  le  coefficient  de  dr  dm  était  nul,  l'équation  différentielle  des 
lignes  de  courbure  serait  indéterminée,  c'est-à-dire  que  toutes  les 
directions  seraient  principales  autour  d'un  point  quelconque  :  une 
ligne  quelconque  tracée  sur  la  surface  serait  alors  ligne  de  cour- 
bure. En  ce  cas,  la  fonction /(/•)  vérifie  l'équation 

/•(r)[i+/'«(r)]  =  r/'(r), 
qui  s'écrit,  en  séparant/ et  r. 

Le  premier  membre  est  la  dérivée  de  log/',  le  dernier  est  celle 
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de  log/'(r)  — ^log[i  4-/'2(/)];  on  a  donc 

logr  =  log/'(r)  —  log/i-h/'«(r)  -+-  loge, 
c'esl-à-dire 

r^-^nri=.    ou    /(r) =-_:!:=, 

et,  en  remonlanl  encore  aux  primitives,  on  trouve 


La  méridienne,  dans  le  plan  zOx^  est  z^^/(x)',  elle  a  donc 
pour  équation 

z  ■+-  v/c*  —  X»  -+■  c'  =  0, 
c'est-à-dire 

a:*  -i-  «*  -H  2  c'>5  -4-  c'*  —  c*  =  G  ; 

c'est  un  cercle  ajant  son  centre  sur  Oc.  La  surface  est  une 
sphère. 

Il  est  évident,  a  priori,  que  les  lignes  de  courbure  de  la  sphère 
sont  indéterminées,  car  toutes  les  normales  concourent  au  centre, 
de  sorte  que  toutes  les  directions  autour  d'un  point  sont  des 
directions  principales  (n°  423). 

Les  lignes  de  courbure  du  plan  sont  également  indéterminées . 

435.  Surfaces  réglées.  —  Une  droite  située  sur  une  surface  esl 
nécessairement  une  ligne  asjmptotique  de  cette  surface  :  car  le 
plan  tangent  en  un  quelconque  M  des  points  de  la  droite  contient 
celle-ci,  qui  est,  dès  lors,  une  des  tangentes,  en  M,  à  la  courbe 
d'intersection  du  plan  et  de  la  surface  (n"  422,  a"). 

Donc,  sur  une  surface  réglée,  une  des  deux  séries  de  lignes 
asymptotiques  est  formée  par  les  génératrices  rectilignes. 

Sur  les  quadriques,  les  deux  systèmes  de  génératrices  recti- 
lignes donnent  les  deux  séries  d'asymptotiques. 

436.  Surfaces  développables.  —  Sur  une  surface  développable, 
tous  les  points  sont  paraboliques,  car  l'équation 

(i4  ^'0  rt—s^—  o, 

qui  donne  ces  points  (n®  428),  est  vérifiée  en  tous  les  points  de  la 
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surface  (n**  127);  îl  en  résulte  qu'en  chaque  point  les  deux  direc- 
tions asymptoliques  coïncident,  c'esl-à-dire  qu'il  n'y  a  qu'une 
série  de  lignes  asymptotiques.  La  surface  élanl  réglée,  ces  lignes 
sont  les  génératrices  reclilignes. 

Les  génératrices  reclilignes  forment  également  une  des  séries 
de  lignes  de  courbure.  Car  les  directions  asymptoliques  en  nn 
point  d'une  surface  sont  également  inclinées  sur  les  directions 
principales,  et,  par  suite,  si  elles  coïncident  entre  elles,  elles 
coïncident  aussi  avec  une  des  directions  principales  :  donc,  en 
tout  point  d'une  surface  développable,  une  des  directions  princi- 
pales est  celle  de  l'asymptotique  qui  passe  par  ce  point,  c'est- 
à-dire  celle  de  la  génératrice. 

Les  lignes  de  courbure  du  second  système  sont  les  trajectoires 
orthogonales  des  génératrices. 


IIL  -  THÉORÈMES  SUR  LES  LIGNES  DE  COURBURE 
ET  ASTMPTOTIQUES. 


Théorème  de  Joachimstahl. 

437.  Si  une  ligne  de  courbure  d^une  surface  est  plane,  son 
plan  coupe  la  surface  sous  un  angle  constant,  et  réciproque- 
ment. 

Soit  z^rz  fi^x^  y)  la  surface  donnée;  prenons  le  plan  de  la 
ligne  considérée  pour  plan  des  xz  :  l'équation  (12  bis)  des  lignes 
de  courbure,  à  savoir 


(■) 


I  -h  />'  pq  I  -+-  gr* 

r  S  t 


m 


il 

dx 


=  0, 


dv 
devra  être  vérifiée,  quel  que  soit  x^  pour  ^=r:  o,  ^  _—  o,  ce  qui 

donne 

(2)  s{x,  o)[i-4-/>2(a:,  o)]  ~r{x,  o)p(x,  o)q(x,  o)  ~  o. 
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On  peut  écrire,  en  posant  pour  abréger  r(^,  o)  ^=  ro(x),  ... , 


(3) 


qo(^)       i-^piix) 


D'ailleurs,  comme  5  =  ~»  on  a 

ox 


et  de  même 


.»(.)=  g; 


on  voit  ainsi  que  le  premier  membre  de  (3)  est  la  dérivée  de 

loggro(-^);  le  second  la  dérivée  de  -  log[i  4-/? J(^)]  ;  on  a  donc, 
en  remontant  aux  primitives, 

(4)  cgo(x)  =  /i-+-/?îT^), 

c  étant  une  constante  arbitraire.  Cette  formule  démontre  le 
théorème,  car,  en  un  point  (^,  o,  z)  dii  plan  des  xz^  le  plan  lan- 
gent à  la  surface  a  pour  coefficients  p{x,  o),  q{x^  o)  et  — i, 
c'est-à-dire  Pq{x)^  9o{^)  et  —  i;  l'angle  V  qu'il  fait  avec  le  plan 
des  xz  est  donc  donné  par 

(5)  cosV  = "^-^^^ - ^o{x)^___  _  _J 


^PÎ{x)-i-ql{x)-hi        )/qi(x)(i-i-ci)        /i-t-c» 

en  tenant  compte  de  (4)  :  l'angle  V  est  donc  constant. 

Réciproq uement,  si  le  plan  des  xz  coupe  la  surface  sous  un 
angle  constant,  on  en  déduit  la  relation  (4);  puis,  en  la  dérivant 
logarithmiquement  en  or,  les  relations  (3)  et  (2),  ce  qui  montre 
que  l'équation  (i)  des  lignes  de  courbure  est  satisfaite  pour^=o, 

-^  =0;   la  section   par   le  plan  des  xz  est  donc  une   ligne  de 

courbure  (*).  c.  q.  r.  d. 


(')  Plus  généralement,  d'après  Joachimstalil,  si  deux  surfaces  S  e«  E  ad- 
mettent une  même  ligne  de  courbure,  C,  elles  se  coupent,  le  long  de  cette 
ligne,  sous  un  angle  constant.  En  effet,  les  normales  à  S  le  long  de  C  forment 
une  développable,  c'est-à-dire  touchent  une  courbe,  qui  est  dès  lors  une  déve- 
loppée de  C;  de  même  les  normales  à  £  le  long  de  C  touchent  une  autre  déve- 
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438.  Corollaire  I.  —  Considérons  une  surface  S,  enveloppe 
d'une  infinité  simple  de  sphères;  elle  est  touchée  par  une  quel- 
conque de  ces  sphères  suivant  un  cercle  (n**  362),  les  plans  tan- 
gents le  long  de  ce  cercle  (qui  sont  ceux  de  la  sphère)  font  un 
angle  constant  avec  le  plan  de  la  circonférence,  et  par  suite, 
d'après  le  théorème  précédent,  celle-ci  est  une  ligne  de  courbure 
de  la  surface.  Ainsi  : 

Sur  une  surface  enveloppe  de  sphères,  une  des  deux  séries 
de  lignes  de  courbure  est  formée  par  les  cercles  suivant 
lesquels  la  surface  touche  les  sphères  enveloppées. 

Les  lignes  de  courbure  de  l'autre  série  sont  les  trajectoires 
orthogonales  de  ces  cercles. 

439.  Corollaire  II.  —  Réciproquement,  si  une  série  de  lignes 
de  courbure  se  compose  de  cercles,  le  plan  de  chacun  d^eux  coupe 
la  surface  sous  un  angle  constant,  c'est-à-dire  qu'il  existe  une 
sphère  tangente  à  la  surface  tout  le  long  du  cercle.  La  surface  pro- 
posée est  donc  une  enveloppe  de  sphères;  ainsi  : 

Si  les  lignes  de  courbure  d^une  série  sont  des  cercles,  la 
surface  est  l'enveloppe  d' une  famille  de  sphères  dont  chacune 
la  touche  suivant  un  de  ces  cercles. 

440.  Problème.  —  Trouver  une  surface  dont  toutes  les 
lignes  de  courbure  soient  des  cercles,  —  En  vertu  de  ce  qui 
précède,  celle  surface  sera  l'enveloppe  de  deux  familles  différentes 
de  sphères,  simplement  infinie  chacune.  Je  dis  que  chaque  sphère 
d'une  famille  touche  chaque  sphère  de  l'autre  famille.    Soit,  en 


loppée  de  C  :  donc,  en  vertu  du  n<>  406,  les  normales  à  S  et  à  £  en  un  même 
point  de  C  se  coupent  sous  un  angle  constant. 

Réciproquement,  on  établit  de  même  que^  si  deux  surfaces  se  coupent  sous 
un  angle  constant  le  long  d'une  ligne  de  courbure  de  l'une,  cette  intersection 
est  une  ligne  de  courbure  de  l'autre. 

Sur  un  plan  ou  sur  une  sphère,  toute  courbe  est  une  ligne  de  courbure,  et 
par  là  se  trouve  établi,  non  seulement  le  théorème  du  texte,  mais  le  théorème 
analogue,  où  Ton  substitue  la  sphère  au  plan. 


446  TROISIÈMK   PARTIE.    —  APPLICATIONS   GÉOMÉTRIQUES. 

effet,  M  (y?^.  io4)  un  point  quelconque  de  la  surface;  figurons 
les  deux  lignes  de  courbure  circulaires  qui  s'y  croisent;  les 
sphères,  appartenant  à  deux  familles  différentes,  qui  touchent  la 
surface  le  long  de  ces  deux  cercles,  se  touchent  dès  lors  en  M,  ce 
qui  établit  la  proposition. 

La  surface  inconnue  ne  peut  donc  être  que  l'enveloppe  des 


sphères,  en  nombre  simplement  infini,  qui  touchent  trois  sphères 
fixes,  c'est-à-dire  la  cyclide  de  Dupin  rencontrée  au  n°  H2. 

Réciproquement  on  a  vu  (n**  112)  que  cette  cjclide  est  bien 
l'enveloppe  de  deux  familles  de  sphères,  simplement  infinie  cha- 
cune :  la  surface  à  lignes  de  courbure  circulaires  dans  les  deux 
systèmes  est  donc  la  cyclide  de  Dupin, 

On  peut  montrer,  avec  M.  Mannheim,  qu'elle  est  la  transformée, 
par  rayons  vecteurs  réciproques,  d'un  tore. 

Soient,  en  effet,  S|,  £2?  ^3  les  trois  sphères  fixes;  dans  le  plan 
qui  contient  leurs  centres  on  peut  tracer  un  cercle  qui  les  coupe 
orthogonalement,  car  il  y  a  toujours  un  cercle  orthogonal  à  trois 
cercles  d'un  plan.  Si  Ton  fait  une  transformation  par  rayons  vec- 
teurs réciproques  en  prenant  le  pôle  sur  ce  cercle,  le  cercle  devient 
une  droite.  A,  orthogonale  aux  sphères  S'^,  S^,  S^,  transformées 
des  trois  sphères  primitives  :  les  sphères  S'^ ,  S^,  £3  ont  donc  leurs 
centres  en  ligne  droite  sur  A. 

Toutes  les  sphères  qui  touchent  Sj,  Sj^,  S,  s'obtiennent  évidem- 
ment en  faisant  tourner  une  (ou  plusieurs)  d'entre  elles  autour  de 
la  ligne  des  centres  A;  et  leur  enveloppe  est  un  tore  (ou,  mieux, 
plusieurs  tores).  Donc  : 

La  cyclide  de  Dupin  est  la  transformée  d'un  tore  par 
rayons  vecteurs  réciproques. 
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Théorème  de  Lie, 

441.  Lemme  I.  —  Soit  une  transformation  de  contact  : 

\  =  <^{T,y,z,p,  q)  =  o,     Y=4^(;r,7,  z,  p,  q),      Zr^-x^x,y,  z,  p,  q ), 

faisant  correspondre,  à  un  point /n(a;,  ^,  z)  d'une  surface  5,  un 
point  M(X,  Y,  Z)  d'une  surface  S.  Si  le  point  m  éprouve  un  dé- 
placement dx^  dy,  dz  sur  5,  le  poinl  M  éprouve  un  déplacement 
correspondant  rfX,  rfY,  rfZ  sur  S;  en  d'autres  termes,  à  une  di- 
rection de  déplacement  mm'  sur  5,  à  partir  du  point  m,  cor- 
respond une  direction  de  déplacement  MM'  sur  S,  à  partir  du 
point  M,  et  Ton  a  : 

-h  ■~-(rdX'^sdy)-{-  ~^-  (s  dx  -h  t  dy), 

dY  ^....        rfZ  =r- . . . . 

Comme  les  seconds  membres  ne  dépendent  que  de  dx,  dy, 
x,y,  ^î/^î  Çj  ''»  ^î  ^)  ^"  voit  que /a  direction  MM'  reste  fa  même 
quand,  ta  direction  mm'  restant  fixe,  on  substitue  à  la  sur- 
face s  une  autre  surface  quelconque,  ayant  avec  elle,  en  m,  un 
contact  du  second  ordre  (n°  333). 

442.  Lemme  II.  —  Si  deux  surfaces  ont  entre  elles,  en  un 
point,  un  contact  du  second  ordre,  elles  ont  en  ce  point  mêmes 
directions  principales  et  asymptotiques. 

Car  les  directions  en  question  ne  dépendent  que  des  valeurs  de 
/>,  y,  r,  5,  t  au  point  considéré,  en  vertu  des  équations  (12  bis) 
et(i3  />f5)  du  n°  428. 

443.  Théorème  de  Lde.  —  Soient  deux  surfaces,  s  et  S,  trans- 
formées l'une  de  Vautre  par  la  transformation  de  Lie(n°  110)  ; 
à  un  point  m  de  s  correspond  un  point  M  de  S  :  quand  m  décrit 
une  ligne  asymptotique  de  s,  M  décrit  une  ligne  de  courbure 
de  S. 

Tout  revient  à  établir  que,   si  m  se  déplace,  sur  s,  dans  la 
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direction  mm  d'une  asymptotique,  M  se  déplace,  sur  S,  dans  la 
direction  MM' d'une  ligne  de  courbure. 

Or,  soient  <t  une  surface  particulière  quelconque  ajant  avec  5 
un  contact  du  second  ordre  au  point  m,  et  £  sa  transformée  parla 
transformation  de  Lie;  les  deux  surfaces  S  et  S  ont  entre  elles, 
en  M,  un  contact  du  second  ordre,  puisque  les  contacts  des  divers 
ordres  sont  conservés  parla  transformation  (n®  354).  En  vertu  des 
lemmes  I  et  II,  il  suffit,  pour  démontrer  le  théorème  de  Lie, 
d'établir  que  si  m  se  déplace,  sur  <t,  dans  la  direction,  m.m*y  d'une 
ligne  asympto tique,  M  se  déplace,  sur  S,  dans  la  direction,  MM', 
d'une  ligne  de  courbure  de  S. 

On  peut  choisir  pour  t  une  surface  du  second  ordre,  à  deux 
séries  de  génératrices  rectilignes,  réelles  ou  imaginaires  :  en  effet, 
si  l'on  prend  le  point  m  pour  origine,  avec  des  plans  de  coor- 
données convenables,  l'équation  de  la  surface  s  s'écrit  (n**  419) 

et  le  paraboloïde  elliptique  ou  hyperbolique 

z  =  i(Ma7«-+-N^«) 

a  un  contact  du  second  ordre  à  l'origine  avec  5,  puisqu'on  a,  en 
ce  point,  pour  les  deux  surfaces, 

jD  =  ^  =  O,  /•  =  M ,  5  =  0,  /  i==  N. 

Ce  paraboloïde  étant  pris  pour  o-,  la  surface  S  sera  (n**  H2)  une 
cyclide  de  Dupin,  2;  lorsque  le  point  m  décrit  une  génératrice 
rectiligne  de  o",  les  éléments  (m,  ts)  correspondants  sont  les  élé- 
ments communs  à  <t  et  à  la  droite  ;  les  éléments  transformés  (M,  II) 
sont  donc  communs  à  S  et  à  une  des  sphères  inscrites  (n*»  112), 
c'est-à-dire  que  M  décrit  le  cercle  de  contact  de  2  et  d'une  sphère. 
C'est  là  ce  qu'il  s'agissait  d'établir,  puisque,  sur  a*,  une  généra- 
trice rectiligne  est  ligne  asymptotique  (n'*  435),  et  que,  sur  2,  un 
cercle  de  contact  est  ligne  de  courbure  (n®  4-38). 

Les  problèmes  de  la  recherche  des  lignes  de  courbure  et  des 
lignes  asymptotiques  sont  ainsi  ramenés  l'un  à  l'autre  :  si  l'on  sait 
trouver  les  lignes  asymptotiques  d'une  surface  on  saura  trouver 
les  lignes  de  courbure  d'une  autre  surface,  et  réciproquement. 
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Théorème  de  Dupin, 

444.  Définition.  —  Une  famille  simplement  infinie  de  surfaces 
étant  représentée  par  une  équation  de  la  {oTxne  f{x^y^  z,  )^)=  o, 
on  peut  résoudre  cette  relation  par  rapport  au  paramètre  \  ce  qui 
donne 

(1)  \  =  ¥{x,y,z), 

autre  forme  de  l'équation  de  la  famille. 
Soit  une  autre  famille  simplement  infinie 

(2)  fA  =  *(^,^,^); 

cherchons  à  quelles  conditions  une  surface  (i)  quelconque  coupera 
à  angle  droit,  tout  le  long  de  son  intersection  avec  elle,  une  sur- 
face (2)  quelconque. 

Soit  x^  y,  z  un  point  commun  à  la  surface  (i)  et  à  la  surface  (2), 
la  condition  d'orlhogonalilc  des  plans  tangents  en  ce  point  est 

d¥_d^       d^d^        d¥^d^  _ 
^    ^  dx  dx        ày  dy        àz  dz  '^    ' 

équation  qui  doit  être  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  de  x^y^  z 
qui  satisfont  à  (i)  et  à  (2),  et  cela  quels  que  soient  \  et  ix.  En 
d'autres  termes,  Téquation  (3)  doit  être  vérifiée  pour  toutes  les 
valeurs  de  x^  y^  ^,  X  et  [jl  qui  satisfont  à  (i)  et  (2);  c'est-à-dire 
qu'en  tirant  X  et  [jl  de  (i)  et  (2),  et  portant  dans  (3),  on  devra 
obtenir  une  identité  en  x^  y^  z.  Mais  précisément  l'équa- 
tion (3)  ne  contient  ni  \  ni  tx  :  elle  devra  donc  être  une  identité 
en  :r,  y^  z. 

Gela  posé,  on  dit  que  trois  systèmes  de  surfaces, 

(4)  X  =  F(iF,j^,^),         fx  =  *(a:,j^,^),         v  =  U^(ar,  ^,  z), 

forment  un  système  triple  orthogonal,  si  toute  surface  de  chacune 
des  familles  coupe  partout  à  angle  droit  toutes  les  surfaces  des 
deux  autres  familles. 

D'après  ce  qui  précède,  il  en  sera  ainsi  si  l'on  a  identiquement, 
H.  29 


dx   dx 

d¥   a*    d?  d^ 
ày  dy         dz    dz 

d^  d^' 
dx  Jx 

c)*  à^        d^  d^ 
ày   dy         dz    dz 

d^  dV 

dx   dx 

(^^F  dY        ô^'   dY  _ 
dy   dy         dz    dz  ~ 
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quels  que  soient  x^y^  z^ 


(5) 


445.  Théorème  de  Dupin.  —  Les  trois  familles  de  surfaces 
d'un  système  triple  orthogonal  se  coupent  mutuellement  sui- 
vant leurs  lignes  de  courbure. 

Pour  le  démontrer,  considérons  un  point  quelconque  M,  d'une 
surface  I  de  la  première  famille  ;  les  surfaces  II  et  III,  des  deuxième 
et  troisième  familles,  qui  passent  par  M  coupent  la  proposée  I 
suivant  deux  courbes,  qui  ont  respeclivement  pour  tangentes  en  M 

Fïff.  io5. 


les  droites  MT2  et  MÏ3  i^fig-  io5);  tout  revient  à  établir  que 
MT2  et  Mïj  sont  les  directions  principales  de  la  surface  I,  au 
point  M. 

A  cet  effet,  supposons  l'origine  de  coordonnées  transportée 
en  M;  prenons  pour  plans  des  xy^  des  jk^  et  des  zx  les  plans  tan- 
gents en  M  aux  surfaces  I,  II  et  III,  respectivement  :  ces  trois 
plans  sont  deux  à  deux  rectangulaires,  par  hypothèse,  et  les  axes 
des  X  et  des^  sont  les  droites  MT3  et  MT2. 

Après  ce  changement,  soient 

les  équations  des  surfaces  I,  II  et  III  :  les  F,  <^  et  ^  ne  sont  pas 
les  mêmes  que  précédemment,  mais  les  identités  (5)  ont  toujours 
lieu  entre  les  dérivées  partielles  de  ces  nouvelles  fonctions. 

Cherchons  les  directions  principales  de  la  surface  I,  à  Torigine, 
et  pour  cela  développons  F(a;,  j^,  z)  —  X©,  suivant  les  puissances 
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croissantes  de  x^y^  z,  par  la  formule  de  Maclaurin.  Il  vient,  en 
remarquant  que  le  terme  constant  est  nul,  puisque  la  surface 
F  —  Xq  =  o  passe  par  l'origine, 

Or,  à  l'origine,  t-  ^t  —  sont  nuls,  puisque  le  plan  tangent  à  la 
surface  I  est  le  plan  des  xy;  (  tt  )  >  au  contraire,  est^o,  sinon  Tori- 

gine  serait  un  point  singulier  de  la  surface  I,  cas  exceptionnel  que 
nous  écartons.  Il  reste  alors,  pour  équation  de  cette  surface,  en 
n'écrivant  que  les  termes  principaux, 

les  termes  non  écrits  étant  négligeables,  quand  x^  y^  z  sont  très 
petits,  devant  l'un  ou  l'autre  des  termes  écrits. 

Les  axes  de  l'indicatrice  à  l'origine  sont  donc,  en  direction, 
ceux  de  la  conique  du  plan  des  xy^ 

,/d^F\  I  dîF  \  ,/^*F\ 

et  l'on  aura  démontré  qu'ils  coïncident  avec  les  axes  des  x  et  des  y 
(directions  MT3  elMTo)  si  l'on  prouve  que  le  coefficient  du  terme 
en  xy  est  nul. 

Tout  se  réduit  donc  à  établir  que 

Ox  dy  ' 

pour  X  z=y  =  ^  ==  o. 

Faisons  appel  pour  cela  aux  identités  (5),  en  observant  d'abord 
que,  d'après  le  choix  des  plans  de  coordonnées,  on  a 

(6) 

(7) 

(8) 


d¥ 

d¥ 

ôx  "" 

ày 

=  0, 

d* 

d^ 

ôy  - 

ôz 

=  0, 

d^ 

dW 

~ôz  "" 

ôx 

=  0, 
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pour  X  =  JK  =  5  =  0;  et  aussi 

d7>'         5^<^'         ?^<^' 


si  Ton  admet  que  Torigine  est  un  point  ordinaire  pour  les  sur- 
faces I,  II  et  III.  Cela  posé,  dérivons  la  première  identité  (5)  par 
rapport  à  y^  et  faisons  dans  le  résultat  x  =zy  =  ^  =  o  ;  il  vient, 
en  tenant  compte  de  (6)  et  (7), 

^^^  dx  ôy  dx  "^  dy  dz  dz   ~  ^' 

pour  X  =  o,  y  =  o,  :;  =  o. 

De  même,  en  dérivant  la  seconde  identité  (5)  par  rapporta;;, 
et  la  troisième  par  rapport  à  ^,  on  obtient 

^"^  ôx  Oz  dz  ~^  dx  dy  dy  ~' ^' 

pour  ^  =j>'  =  ;5  =  o. 

Les  trois  équations  (9),  (10)  et  (11)  sont  linéaires  et  homogènes 

en  ,        >  TT~'  d    d-'       déterminant  de  ces  quantités  n  est  pas 

,  .,  .     .  .      ù¥  d^  dW  ,  .  ,  . 

nul,  car  il  est  égal  a  2  ,—  ^  -r-  (pour  x  =^y  =  <3  =  o),  produit 

dont  aucun  facteur  n'est  nul,  comme  on  Ta  vu.  Donc  les  trois 

quantités  ,    ,   >        .^>  -5—77  sont  nulles  pour  ar==j^=5  =  o,  et 

Tévanouissement  de  la  première  démontre  le  théorème. 

446.  Exemple.  —  Quadriques  homofocales .  —  Considérons 
les  surfaces,  dites  hoinofocales,  représentées  par  l'équation 

(-)      ^  +  5è[-^^='    («'>6«>c.): 

Par  un  point  de  l'espace  (^05^0?  -^^o)  passent  trois  de  ces  sur- 
faces; les  valeurs  de  \  correspondantes  sont  les  racines  de  Téqua- 
vion 
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Ces  trois  racines  sont  réelles,  et  comprises  respectivement  entre 
— 00  et  c^j  c^  et  b^,  b^  et  a^\  il  suffît,  pour  le  voir,  de  substituer  à  X, 
dans  le  premier  membre  de  (i3),  les  valeurs  —  oo,  c^ —  e,  c^  H-  e, 
62  — e,  ô^H-e,  a«— £. 

En  d'autres  termes,  par  un  point  quelconque  de  l'espace 
passent  trois  quadriques  réelles  du  système  (12);  l'une  est  un 
ellipsoïde,  l'autre  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  la  dernière  un 
hyperboloïde  à  deux  nappes. 

On  a  ainsi  trois  familles  de  surfaces  représentées  par  la  même 
équation  (12),  à  savoir  les  ellipsoïdes  et  les  deux  espèces  d'hyper- 
boloïdcs;  je  dis  que  ces  surfaces  forment  un  système  triple 
orthogonal. 

Soient,  en  effet, 

X^  yî  ^î 


.  a*— X       6»— X       C2-.X 

(M)  \ 

i       x^ 


a«- 


deux  d'entre  elles;  les  coefficients  de  leurs  plans  tangents  en  un 

point  commun  a:,  r,  ;;  sont  — ; — ^r^,  Tr--^>  -= — \\  -; '   "•> 

et  il  faut  prouver  que  l'on  a 

...  ar*  y«  a» 

(i5) ' -^ ' — - 


(aî-X)(a«-(x)^(6«-X)(^^«-fx)^(c»~X)(c»-tx) 

pour  toutes  les  valeurs  de  x^  y,  z  qui  vérifient  les  deux  rela- 
tions (i4)-  Ovj  en  retranchant  ces  deux  relations  membre  à 
membre,  et  divisant  par  X — [jl,  on  trouve  précisément  l'équa- 
tion (i5). 

Donc,  par  le  théorème  de  Dupin  : 

Les  lignes  de  courbure  d'une  quadrique  à  centre  sont  ses 
intersections  par  les  quadriques  homojocales. 

Ces  lignes  sont  donc  algébriques. 

447.  Coordonnées  elliptiques  sur  Tellipsolde.  —  Soit  l'ellip- 
soïde (E), 

T^  V*  aï 
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les  valeurs  de  X  qui  correspondent  aux  trois  surfaces  homofocales 

passant  par  un  point  x^y^z  de  cet  ellipsoïde  sont  les  racines  de 

l'équation 

rr*  y^  z* 


aï— X  ^  6«  — X  ^  c»-X 
ou 


[  =  0, 


Le  terme  indépendant  de  \  est  nul  en  vertu  de(i6),  d'où  la  racine 
X  =  o,  évidente  a  priori,  qui  correspond  à  l'ellipsoïde  (E)  lui- 
même;  les  deux  autres  valeurs  de  X  vérifient  l'équation 

»— (fet_,_  cï)ar«— (c«-+-  a«)^«— (a«-h  6«)z«-t-  b^ c^ -^  c^ d^ -h  a«6«=  o. 

Désignons-les  par  u  ei  v]  nous  avons 

—  (tt-+- f')  =  r*-H  j^*4- z*— a«— 6*— c*, 

—  «p      -=(^i4-c«)a72-h(c*4-a»)>^«-»-(a«-H6«)-8*  — 6»c«— c«a«— a*é», 

et,  en  joignant  à  ces  deux  équations  l'équation  (i6),  nous  pouvons 
exprimer  linéairement  œ^^  y^  et  z^  en  fonction  de  m  -|-  t?  et  de  uv<^ 
sous  la  forme 


^»  = 


(6»— c«)(^>2— a»)' 


C'est  une  expression  paramétrique  pour  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  de  l'ellipsoïde  (E);  les  équations  w  =  consl. 
et  p  =  const.  représentent  les  intersections  de  cet  ellipsoïde  avec 
des  hyperboloïdes  homofocaux;  ce  sont  donc  les  équations  des 
lignes  de  courbure  de  (E). 

On  en  déduit,  sur  rellipsoïde,  le  carré  de  l'élément  d'arc,  sous 
la  forme 

ds^  =  dx^-^dy^-^dz^  =         i "^"""'',^,    , r  du^ 

•^  4  (a«— a)(6*— a)(c*— a) 


4  {«»  — p)(6«  — j>)(c»— V) 
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ce  qui  peut  s'écrire 

(    ^    //«— Ir   — .  ^r "<^"* t^t/p« "I 


Sur/aces  mini'ma. 

448.  On  nomme  sur/aces  minima  celles  dont  les  lignes  asymp- 
totiques  se  coupent  partout  à  angle  droit,  ou,  sous  une  autre 
forme  évidemment  équivalente,  celles  qui  ont  pour  indicatrice,  en 
chaque  point,  une  hyperbole  équilatère.  Leur  nom  se  rattache  à 
cette  propriété  que,  parmi  les  surfaces  limitées  à  une  courbe 
gauche  fermée,  celle  dont  l'aire  est  minimum  est  une  surface 
minima. 

Si  l'indicatrice  est  une  hyperbole  équilatère,  les  rayons  de  cour- 
bure principaux  sont  (h°421)  égaux  et  de  signe  contraire  :  pour 
exprimer  qu'une  surface  x  =  x[u^  v)^  y=.y(^UyV)^  z  =  z(u^  p) 
est  minima,  il  faudra  donc  écrire  que  Téquation  (9)  du  n®  427, 
aux  rayons  de  courbure  principaux,  manque  du  terme  en  p,  c'est- 
à-dire  que  l'on  a 

(18)  2FS  — ET  — GR  =  o, 

quels  que  soient  les  deux  paramètres  u  et  ç^. 

Par  exemple,  pour  la  surface  de  vis  à  filet  carré,  R  et  T  sont 
nuls,  F  l'est  également;  car,  dans  les  valeurs  de  R,  T,  F  données 
au  n°433  pour  l'hélicoïde  général,  on  doit  faire /(r)  =  o.  La  sur- 
face de  vis  à  filet  carré  est  donc  une  surface  minima. 

Si  la  surface  est  donnée  sous  la  forme  z=^f{x^y)^  réquation(i8) 
devient,  en  remplaçant  E,  . .  . ,  R,  .  .  .  par  leurs  valeurs  (n°  428), 

(19)  .  (i -h /?»)«  — 2/7^5 -h(H-gr«)r  =  o. 

Le  problème  de  trouver  toutes  les  surfaces  minima  revient  à 
déterminer  toutes  les  fonctions  «,  de  x  et  y^  dont  les  dérivées 
partielles,  premières  et  secondes,  vérifient  cette  équation  :  il  faut 
donc,  en  d^autres  termes,  intégrer  l'équation  difTérentielle  (19); 
Monge  Ta  fait  le  premier,  et  de  nombreux  résultats  ont  été 
obtenus  depuis  sur  les  surfaces  minima. 
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449.  Exemple.  —  Cherchons  à  déterminer  les  surfaces  minima 
de  révolution.  Pour  la  surface  de  révolution  (n®  416) 

a?  =  rcos(i),        ^  =  rsina),         z='f{r), 

les  valeurs  de  E,  F,  G  sont  i  -\-f^(r)j  o,  r^;  les  valeurs  propor- 
tionnelles de  R,  S,  T  sont  rf{r),  o,  r^f(r)  (n^'  433  et  434). 
Donc,  si  la  surface  est  minima,  on  a,  par  (i8), 

équation  difTérentielle  d'où  il  faut  tirer  la  fonction  inconnue  /(r). 
On  peut  écrire,  en  séparant  les  variables  /  et  r, 


'  d'où,  en  décomposaDt  -p-, ttjt  en  éléments  simples, 

/'     /y  _    • 

et,  en  remontant  aux  primitives, 

log/'  —  ^  log (i  +/'•  )  =  —  logr  -I-  loge, 
c'est-à-dire 


On  en  tire 

V'/-*— c^ 

et,  en  intégrant 

encore 

une  fois. 

clog  (  r  -h  v//'2  ^c'*')+d 

La  méridienne,  dans  le  plan  5  Oo:,  c'est-à-dire  la  courbe  z=if(x), 
est  donc 

z  =  c\og{x  4-v/.r* — c»)-+-  c'. 

La  valeur  de  la  constante  d  n'influe  pas  sur  la  forme  de  la  sur- 
face de  révolution  :  car  changer  c'  revient  à  déplacer  la  méridienne 
parallèlement  k  Oz  {Jig*  io6),  axe  de  la  surface.  On  peut  donc 
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supposer  c'=  —  c  loge,  ce  qui  donne  pour  la  méridienne 

,      X  -H  i/a?*  —  c* 

z  =  c  Jog 9 

°  c 

OU 


on  en  déduit 


:  -h  /x*  —  C*  =  C  e^  ; 


Cette  courbe  est  une  chaînette  (n**290,  2°)  dont  Taxe  de  z  est 

Fi  g.  106. 


la  base.  Ainsi  la  sur/ace  minima  de  révolution  est  engendrée 
par  une  chaînette,  tournant  autour  de  sa  base. 


Surface  dont  tous  les  points  sont  des  ombilics, 

450.  Pour  une  telle  surface,  les  équations  qui  donnent  les 
ombilics  se  réduisent  à  des  identités;  en  supposant  la  surface 
représentée  par  z  =f(^x^y)j  on  aura  donc,  par  l'équation  (  i5  bis) 
du  n»  428, 

1-4-/?*  _  pq  __  I  -H  q^ 

r       ^     s    ~~        t       ' 


quels  que  soient  x  et  y.  On  peut  écrire 


pr 


et 


qt 


H-/>*         q  l-h  q^         p 

Dans  la  première  équation,  les  deux  membres  sont  les  dérivées, 
par  rapport  à  a:,  de  -  log(i  -f-  p^)  et  de  log<7  ;  donc,  en  remontant 
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aux  primitives,  et  introduisant  une  constante,  -logY,  fonction 
de  y  seul, 

de  même  on  aura,  par  la  seconde  équation, 

X  et  Y  étant  des  fonctions  respectivement  de  x  et  de  y. 
On  en  tire  les  valeurs  de/?  et  de  9  : 

Y-hi  ,       X-4-1 

mais,  p  et  q  étant  les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  kxelyy 
on  doit  avoir  ^  =  -ri,  c'est-à-dire,  comme  on  le  trouve  aisément, 

(X-n)Y'  ^  (Y-f-T)X^ 

/yTT   ""   /xTT 
ou 

x^      __jr_ 

(X -+-!)«        (Y-t-i)^ 

Or,  X  et  y  étant  deux  variables  indépendantes,  une  fonction 
de  X  ne  peut  être  égale  à  une  fonction  de^  que  si  ces  deux  fonc- 
tions se  réduisent  à  une  même  constante,  — 2  a. 

On  a  donc 

X'  Y' 

8=  — 2a,         j=  —  2a. 


(X  +  i)«  (Y-^i)« 

Remontons  aux  primitives,  nous  obtenons 


=  a(x  —  x^),  =  ai^y  —y^). 


v/xTT  /yTT 

Xq  et  j^o  étant  des  constantes  absolues.  On  tire  de  là  X  et  Y,  el, 
en  portant  leurs  valeurs  dans  les  expressions  de/>^  et  de  ^*,  on 
trouve  : 

,_    Yh-i    __  a»(a7  — j7o)» 

^  ""  XY  — I  -  I  — a»(a7  — iFo)*— a»(7— ^0)*' 
c'est-à-dire 

a{x  —  Xq) 

P=    .  ; 
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de  même, 


Vi  —  aM.a:  — aro)*— «*(r  — ro)* 


La  foDCtioD  2,  qui  a  pour  dérivées  partielles  p  et  q^  est  évidem- 
ment, ^0  désignant  une  constante  absolue, 

et  cette  équation  représente  une  sphère  générale. 

La  sphère,  avec  sa  variété,  le  plan,  est  donc  la  seule  surface 
dont  tous  les  points  soient  des  ombilics,  c'est-à-dire  dont  les  lignes 
de  courbure  soient  indéterminées. 


IV.  -  DÉVELOPPÉE  D'UNE  SURFACE. 


451.  Lignes  géodésiques.  —  On  nomme  géodésiques  les  lignes 
tracées  sur  une  surface  et  dont  le  plan  osculateur  en  chaque 
point  contient  la  normale  à  la  surface  en  ce  point.  On  apprendra, 
dans  le  Cours  de  seconde  année,  à  former  leur  équation  différen- 
tielle, et  l'on  verra  que  ces  lignes  sont  en  nombre  doublement 
infini,  c'est-à-dire  dépendent  de  deux  paramètres  arbitraires. 

Sur  la  sphère,  les  grands  cercles  sont  évidemment  des  géodé- 
siques, et  il  n'y  en  a  pas  d'autres;  car,  s'il  existait  une  géodésique 
différente,  ses  plans  osculateurs,  qui,  d'après  la  définition  même, 
doivent  passer  par  le  centre  O  de  la  sphère,  envelopperaient  un 
cône,  et  la  géodésique,  qui  est  l'arête  de  rebroussement  de  celte 
enveloppe,  se  réduirait  au  point  O,  résultat  absurde. 

4-52.  Développée  d'une  surface.  —  On  a  désigné  (n°370)  sous 
le  nom  de  développée  d^une  surface,  S,  la  surface  focale  de  la 
congruence  des  droites  normales  à  S;  chaque  normale  touche  la 
développée  2  en  deux  points  qui  sont  les  points  focaux  et  qui 
coïncident  (n°  423)  avec  les  centres  de  courbure  principaux 
de  S  pour  le  pied  M  de  la  normale;  les  deux  plans  focaux  c'est- 
à-dire  les  plans  tangents  de  la  développée  aux  deux  points  focaux, 
sont  les  plans  principaux  de  S  au  point  M  (ibid,).  La  développée  S 
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peut  donc  être  définie  aussi  comme  le  lieu  des  centres  de  courbure 
principaux  ou  l'enveloppe  des  plans  principaux  de  S. 

Les  normales  menées  à  S  le  long  d'une  ligne  de  courbure 
forment  (n**  431)  une  surface  développable  (A);  elles  louchent 
donc  une  courbe  (y),  arête  de  rebroussement  de  (A).  Le  point  de 
contact  avec  (y)  d'une  des  normales  considérées  est  (n**  386)  le 
point  de  concours  limite  de  celle  normale  et  de  la  tangente  voisine 
menée  à  (y),  tangente  qui  est  aussi  une  normale  de  S;  c'est 
donc  (n®  369)  un  des  points  focaux  de  la  normale  proposée,  et  il 
est  d(>s  lors  sur  S,  c'est-à-dire  que  la  courbe  (y)  est  sur  la  déve- 
loppée. 

En  considérant  ainsi  les  deux  sj^slèmes  de  lignes  de  courbure 
de  S,  on  obtient,  sur  la  développée  S,  deux  systèmes,  simplement 
infinis  chacun,  de  courbes  (y),  que  nous  désignerons  respective- 
ment par  (y,)  et  (Ya);  toute  tangente  à  l'une  de  ces  courbes  est 
une  normale  de  S;  réciproquement,  toute  normale  v  de  S  touche 
une  courbe  (y,)  et  une  courbe  (ya),  les  points  de  contact  C|  et  Cj 
étant  les  deux  centres  de  courbure  principaux  de  S  pour  le  pied 
de  la  normale. 

Cela  posé,  observons  que  les  plans  focaux  relatifs  à  la  nor- 
male V  sont  (n®  369)  ceux  qui  passent  par  v  et  par  chacune  des 
deux  normales  voisines,  rencontrant  v  au  second  ordre  près:  ce 
sont  donc  les  plans  passant  par  v  et  par  chacune  des  deux  tan- 
gentes, voisines  de  v,  menées  aux  courbes  (yi)  et  (vj)  que  touche  v, 
puisque  ces  deux  tangentes  sont  des  normales  de  S  et  coupent  v 
au  second  ordre  près  (n"  386).  En  d'autres  termes,  les  deux  plans 
focaux  relatifs  à  v  sont  les  plans  osculateurs  en  C|  et  Ca  aux 
courbes  (yO  et  (ya)  considérées,  et  de  telle  sorte  (n**  369)  que  le 
plan  osculaleur  à  (y^  )  au  point  c«  louche  la  surface  focale  2  en  Cj, 
et  que  le  plan  osculaleur  à  (ya)  en  Ca  louche  Sen  c«. 

Or,  les  deux  plans  focaux  étant  rectangulaires,  puisque  ce  sont 
les  plans  principaux  de  S  pour  le  pied  de  la  normale  v,  il  résulte 
de  là  que  le  plan  osculaleur  à  la  courbe  (yi)  au  point  C|  est  per- 
pendiculaire au  plan  qui  touche  S  au  même  point;  en  d'autres 
termes  : 

Les  lignes  (yi)  et  (ya)  sont  des  géodésiques  de  la  déve- 
loppée  S. 
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4o3.  Applications.  —  Ces  considérations,  et  les  résultats  anté- 
rieurs, permettent  de  traiter  quelques  questions  intéressantes. 

1°  Une  surface  S,  prise  au  hasard,  n'est  pas,  à  elle  seule, 
la  développée  d^une  surface;  tandis  que  le  théorème  analogue 
est  vrai  pour  les  courbes. 

Car  les  normales  à  la  surface  cherchée  seraient  des  droites  tou- 
chant S  en  deux  points,  c'est-à-dire  des  bitangentes  de  S.  Or,  les 
bilangentes  de  S  forment  une  ou  plusieurs  congruences  distinctes, 
puisqu'elles  sont  évidemment  en  nombre  doublement  infini;  pour 
qu'une  de  ces  congruences  soit  une  congruence  de  normales,  il 
faut  et  il  suffît  (n*'  370)  que  les  deux  plans  focaux  relatifs  à 
chaque  bitangente  de  la  congruence  soient  rectangulaires.  Sous 
une  autre  forme,  si  a  et  6  sont  les  points  de  contact  d'une  des 
bitangentes  et  de  S,  les  plans  tangents  à  2]  en  a  et  6  doivent  être 
à  angle  droit;  celte  condition  n'est  évidemment  pas  réalisée  pour 
une  surface  S  prise  au  hasard,  ce  qui  établit  la  proposition. 

2**  Une  surface  2,  prise  au  hasard,  peut  être  combinée  avec 
une  autre  surface  S'  convenable  me  ru  choisie,  de  manière  que 
l'ensemble  des  deux  surfaces  S  et  2'  soit  la  développée  d'une 
surface. 

Prenons,  en  effet,  sur  S,  une  série  simplement  infinie  quel- 
conque de  lignes  géodésiques,  et  considérons  l'ensemble  de  leurs 
tangentes;  ces  tangentes,  en  nombre  doublement  infini,  forment 
une  congruence  de  droites,  et  je  dis  que  c'est  une  congruence  de 
normales,  c'est-à-dire  (n°  370)  que  les  deux  plans  focaux  relatifs 
à  chacune  d'elles  sont  rectangulaires. 

Soit,  en  effet,  C|  un  point  d'uae  des  géodésiques  (Yi);  dési- 
gnons par  V  la  tangente  à  (y,)  en  ce  point;  un  des  deux  plans 
focaux  relatifs  à  v  est  évidemment  le  plan  tangent  à  S  en  c«  car 
la  surface  2,  touchée  par  toutes  les  droites  v,  est  une  partie  de 
leur  surface  focale.  L'autre  plan  focal,  en  vertu  d'un  raisonnement 
fait  au  numéro  précédent,  est  le  plan  osculateur  à  la  courbe  (vi  ) 
au  point  c«  :  les  deux  plans  focaux  sont  bien  rectangulaires, 
puisque  le  plan  osculateur  en  c,  à  la  géodésique  (yi)  est  normal 
en  ce  même  point  à  la  surface  2. 

Les  tangentes  aux  géodésiques  considérées  forment  donc  bien 
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une  congruence  de  Dormales;  leur  surface  focale  se  compose  de 
la  surface  2  et  d*une  autre  surface  £',  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Exemple,  —  Prenons  pour  S  une  sphère  de  centre  O;  une 
série  simplement  infinie  quelconque  de  grands  cercles  géodé- 
siques  sera  découpée  sur  S  par  les  plans  qui  enveloppent  un  cône 
quelconque  S',  de  sommet  O.  Les  tangentes  à  ces  grands  cercles 
touchent  toutes  le  cône  S',  qui,  dès  lors,  forme,  avec  S,  la  surface 
focale  de  leur  congruence.  Donc  l'ensemble  d'une  sphère  et  d'un 
cône  concentriques  constitue  la  développée  d'une  surface,  dont 
les  normales  sont  les  tangentes  aux  grands  cercles  déterminés 
dans  la  sphère  par  les  plans  qui  touchent  le  cône. 
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CHAPITRE  YI. 

REPRÉSENTATION  DES  SURFACES  LES  UNES  SUR  LES  AUTRES. 


454.  Définitions  et  objet  du  Chapitre.  —  On  dit  qu'une  sur- 
face S  est  représentée  sur  une  •surface  S<  lorsqu'on  a  établi  entre 
leurs  points  une  correspondance,  telle  qu'à  un  point  de  l'une  des 
surfaces  correspondent  un  ou  plusieurs  points  de  l'autre  :  à  une 
courbe  tracée  sur  S  correspond  ainsi  une  courbe  tracée  sur  S,,  et 
réciproquement. 

Il  est  clair  qu'on  peut  représenter  S  sur  S,  d'une  infinité  de 
manières;  par  exemple^  en  faisant  correspondre  les  points  des 
deux  surfaces  situées  sur  une  même  parallèle  à  0-s,  etc.  Parmi 
les  représentations  d'une  surface  sur  une  autre,  les  suivantes  sont 
particulièrement  intéressantes  : 

i"*  La  représentation  peut  conserver  les  longueurs,  c'est- 
à-dire  que  la  longueur  d'un  arc  quelconque  tracé  sur  S  est  égale  à 
celle  de  l'arc  correspondant  de  S<  ;  on  dit  alors  que  les  deux  sur- 
faces sont  applicables  l'une  sur  l'autre; 

2°  La  représentation  peut  conserver  les  angles,  c'est-à-dire 
que  l'angle  de  deux  courbes  tracées  sur  S  est  égal  à  l'angle  des 
deux  courbes  correspondantes  de  2|  ;  on  dit  alors  que  la  repré- 
sentation est  conforme.  Lorsque  S4  est  un  plan,  c'est  le  problème 
des  cartes  géographiques. 

On  va  étudier  successivement  ces  deux  modes  de  représen- 
tation. 


I.  -  SURFACES  APPLICABLES  L'UNE  SUR  L'AUTRE. 


455.  Soient  S  et  S|  deux  surfaces,  définies  respectivement  par 
les  équations  paramétriques 

(S)  ar  =  a7(a,  V),  y  =z  y{u,  v),  z  =  z(u,  v), 
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Établir  entre  leurs  points  une  correspondance,  c'est  faire  cor- 
respondre à  un  système  de  valeurs  de  </,  (^  un  système  de  valeurs 
de  m',  i^';  c^estdonc  poser 

(l)  U'=/(M,   P),  i''=ff(U,V), 

/ci  g  étant  des  fonctions  quelconques. 

Gela  posé,  sur  la  surface  (S),  le  carré  de  Télémenl  d'arc  a  pour 
expression  (n°  412)  : 

(a)  ds^  =  E(u,  v)du^-^iF(u,  v)dudt^ ^Gia,  v)dv^, 

et  sur  (S|)  : 

(3)  ds\  =  Ei{u',  p')du'i-^iFi(u\  v')  du' dv'-^  Gi{u\  v')di^'^. 

Pour  que  les  deux  surfaces  soient  applicables  l'une  sur  l'autre, 
il  est  nécessaire  que  les  arcs  infiniment  petits  correspondants 
soient  égaux;  or,  le  carré  de  l'élément  dsi,  qui  correspond  sur  2, 
à  l'élément  ds  pris  sur  S,  s'obtient  en  remplaçant,  dans  (3), 
u'  et  i^'  par  leurs  valeurs  (i)  en  fonction  de  u  et  p,  ce  qui  donne 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  à  du  et  rfv^, 

ds\  =Cdu^-\-  2  J  dudv-\-Q  dv^  ; 
élant  posé,  pour  simplifier, 

(4)  ^■=w.^)gï---(/.^)(gè^-g^f)-«.^/.^)ll' 


Pour  que  ds]  =  ds^,  quelle  que  soit  la  position  de  l'arc  ds,  il 
faut  que  Ton  ait 

E(m,  v)du^-h2F(Uj  v)dudv-hG{Uj  v)dç^  =  Cdu^'h  2^ dudç -^Çdp^, 
quels  que  soient  du,  dç,  w,  ç;  c'est-à-dire  qu'on  doit  avoir  iden- 
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tiquement  (quels  que  soient  u  et  (^), 

(5)  E  =  ^,        F  =  ^,        G  =  g. 

Ces  conditions,  nécessaires  pour  que  S,  soit  applicable  sur  S, 
sont  suffisantes  :  car,  si  elles  sont  remplies,  les  arcs  infiniment 
petits  correspondants  de  deux  courbes  correspondantes  sont 
égaux,  et  il  en  est  de  même  des  arcs  finis,  puisque  la  relation 
ds\  =  ds  entraîne  évidemment  s^  =  s,  les  deux  arcs  correspondants 
Si  et  s  étant  nuls  en  même  temps. 

Donc  enfin,  pour  reconnaître  si  2|  est  applicable  sur  S,  il  faut 
voir  si  Ton  peut  déterminer  les  deux  fonctions  inconnues 

f{u,v)    et    g(u,v), 

qui  définissent  la  correspondance,  de  manière  que  les  relations (3) 
soient  satisfaites.  Or  E,  F,  G  sont  des  fonctions  connues  de 
u  et  v'^  C,  ^y  Ç  sont,  d'après  (4),  des  fonctions  de  forme  connue 
de  y,  g  et  de  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre  en  m,  i>  : 
les  relations  (5)  sont  donc  ^ro/^  équations  difi'érentielles,  aux  déri- 
vées partielles,  par  rapport  aux  deux  fonctions  cherchées /et  g. 
On  a  donc  une  équation  de  plus  qu'il  n'y  a  d'inconnues,  c'est- 
à-dire  que  le  problème  est  généralement  impossible,  ou  que  deux 
surfaces  prises  au  hasard  ne  sont  pas  applicables  l'une  sur  l'autre. 

Remarque,  —  Si  S  et  S|  sont  applicables  l'une  sur  l'autre,  on 
aura,  d'après  cela,  pour  les  définir  paramétriquement, 

(S)  a?  =  a7(M,  p),        y  =  y{u,v\         z=z{u,v)\ 

(Si)      a:  =  ari(/,  ^)  =  X(a,  D),        r  =  Y(a,  P),        z  =  Z{u,v). 

Au  point  (w,  ç')  de  S  correspondra,  sur  S<,  le  point  de  mêmes 
arguments  u  et  v,  et  cette  corresj)ondance  sera  telle  qu'on  ait  : 

ds^  =  E(m,  p)e/a«-f-2F(a,  v)dudv'^  G(f/,  v)ds?^, 
ds\  =  E(a,  v)du*-h  2F {Uy  v)dudv'^  G(m,  v)dç^y 

c'est-à-dire 

ds^  =  ds\ 
identiquement. 

Réciproquement,  si  rf5^=  rf^J,  les  deux  surfaces  sont  appli- 
cables l'une  sur  l'autre,  de  telle  sorte  qu'au  point  (a,  v)  sur  S 
corresponde  le  point  de  mêmes  arguments  (w,  ç)  sur  S,. 

H.  3o 
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456.  Si  S  est  applicable  sur  S|,  les  arcs  correspondants  sont 
égaux;  il  en  résulte  que  les  angles  sont  aussi  consentes,  c'est- 
à-dire  que  l'angle  de  deux  courbes  de  S  est  égal  à  celui  des  courbes 
correspondantes  de  S,.  Car,  soient  M  et  M,  {/ig"-  107)  les  som- 
mets des  deux  angles;  prenons  sur  chaque  côté  de  Tangle  M  deux 
points,  N  et  P,  infîniment  voisins  de  M,  et  joignons-les  par  un  arc 
quelconque  NP.  Soient  Ni  et  P|  les  points  correspondants  sur  2| 

Fi  g.  107. 


N, 


et  N,  P«  l'arc  correspondant  à  NP.  Les  deux  triangles  MNP, 
MiNfPf,  qui  sont  rectilignes  à  la  limite,  ont  leurs  côtés  égaux 
chacun  à  chacun,  puisque  ces  côtés  sont  des  arcs  correspondanis 
de  2]  et  de  £«  ;  leurs  angles  sont  donc  aussi  égaux,     c.  q.  f.  d. 


Exemples  de  sur/aces  applicables  lUine  sur  Vautre. 

457.  Théorème  de  Bour.  —   Tout  hélicoide  est  applicable  sur 
une  surface  de  réçolulion. 

Soit  Phélicoïde  H^  : 

(Si)  a?  =  rcosa),        ^  =  /'sinto,         5=/(r)-haw. 

On  a 

ds\  =[i-h/'»(r)]c?r«H-2a/'(r)e/rf/w-i-(r«H-a»)c?a>«. 
Cherchons  s'il  existe  une  surface  de  révolution  S  (n**  416)  : 
(S)  a:  =  acos8,        j'=ttsinO,         3  =  çp(a), 

sur  laquelle  l'hélicoïde  soit  applicable.  On  a,  sur  cette  surface, 

^5*  =  a«e/8«-i-[i -h  <p'«(a)]  cfii». 

Écrivons  ds],   en   complétant  le   carré   formé    par  les   deux 
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derniers  termes  : 

*       ^  ^L  r«-ha«       J  r*-ha^ 

Établissons  maintenant,  entre  les  deux  surfaces  S  et  S^,  la  cor- 
respondance définie  par  les  équations 

(6)  ^^^^aj^^^dr,  u  =  /?iTài, 

d'où  l'on  tire 


r  =  /a* —  a*,  dr  = 


udu 


On  peut  écrire,  en  remplaçant  r  et  dr  par  ces  valeurs, 

*  »/'  —  /ïî 


=  u*dQ^-hdui 


et  l'on  aura  identiquement  ds^^  ^  rf5*,  si  l'on  peut  choisir  la  fonc- 
tion inconnue,  f  (w),  de  manière  à  vérifier  la  relation 

Il  suffit,  pour  cela,  de  prendre 


ou 


(7)  ?(")  =  j  y ^,_^,    ^^«. 

Le  théorème  est  donc  établi;  la  surface  de  révolution  est  engen- 
drée par  la  rotation,  autour  de  Oz,  de  la  courbe  z=(f(x)  du 
plan  des  zx, 

AdS.  Cas  particuliers.  —  i®  Sur/ace  de  visa  filet  carré.  — 
On  a,  pour  cet  hélicoïde,  /{r)  =  o.  Il  est  donc  applicable  sur  la 
surface  de  révolution  autour  de  O2  qui  a  pour  méridienne,  dans 
le  plan  zOx^  la  courbe  z  =  f  (^),  la  fonction  (f{x)  étant  définie 
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par  (7)  =  ' 

Cette  courbe  est  ainsi 

z  =  a  log(a7  -h  /a:* —  a*)  -I-  c'  ; 

c'est  une  chaînette  qui  a  pour  base  Oz  (n^  449).  Donc  : 

La  sur/ace  de  vis  à  filet  carré  est  applicable  sur  une  sur/ace 
de  révolution,  engendrée  par  une  chaînette  tournant  autour 
de  sa  base. 

Si  Ton  écrit  les  équations  paramétriques  des  deux  surfaces  : 

(Si)       a?  =  r  cosa>,        ^=rsina),         .3  =  aoj, 

(S)        a7  =  acos6,        j^=asin6,  s  =  a  log(w -h /«* — a*), 

les  relations  de  correspondance  (6)  montrent  qu'au  point  (w,  r) 
de  rhélicoïde  correspond  le  point  (6,  u)  de  la  surface  de  révolu- 
tion défini  par 

0  =  (u,         M  =  /r*-j-  a*. 

Donc  les  génératrices  rectilignes  (o)  =  const.)  de  Thélicoïde 
s'appliquent  sur  les  méridiens  (6  =  const.)  de  la  surface  de  révo- 
lution, et  les  hélices  (r  =  const.)  de  Thélicoïde  s'appliquent  sur 
les  parallèles  {u  =  const.). 

2**  Sur/ace  de  vis  à  filet  triangulaire,  —  La  courbe  géné- 
ratrice de.  cet  hélicoïde,  dans  le  plan  zOx^  est  une  droite  qu'on 
peut  supposer  passer  par  l'origine  sans  diminuer  la  généralité, 
z  =  )»^. 

Alors /(;r)  =  Xa:,/'(^)  =  )v,  et  l'on  trouve,  par  (7), 


^(^)  =  Jd^i/— 


a:»-ha«(i  — X«) 


xi —  a* 


On  est  ramené  à  une  intégrale  elliptique.  Dans  le  cas  particu- 
lier de  X  =  I ,  c'est-à-dire  si  les  génératrices  rectilignes  de  l'héli- 
coïde  font  un  angle  de  4^*^  avec  l'axe,  on  a 


/x dx  / 

vx^ — a* 
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La  méridienDe  de  la  surface  de  révolution  sur  laquelle  rhélicoïde 
est  applicable  est  donc  z  =  \Jx^ —  a^,  c'est-à-dire  x^  —  z^=z  a^, 
hyperbole  équilatère  dont  Oz  est  l'axe  non  transverse. 

Ainsi  : 

La  surface  de  vis  à  filet  triangulaire ,  dont  les  génératrices 
sont  à  45®  sur  Caxe,  est  applicable  sur  un  hyperboloide  de 
révolution  à  une  nappe  dont  la  méridienne  est  équilatère. 

Théorème  de  Gauss. 

459.  Énoncé.  —  Gauss  a  démontré  le  théorème  suivant  : 

Si  deux  sur/aces  sont  applicables  l'une  sur  l'autre,  le 
produit  des  rayons  de  courbure  principaux  en  deux  points 
correspondants  est  le  même  pour  les  deux  sur/aces. 

Pour  établir  cette  proposition,  Gauss  {Disq,  circa  superf. 
curvas,  XI),  par  un  calcul  assez  long  qui  ne  sera  pas  reproduit 
ici,  établit  l'identité  suivante  où  les  notations  habituelles  sont 
conservées  : 

4(EG- Fi)(RT  — S2) 

\àv    dv  du   ùsf         du  J 

\  du  du  dv   du         dv  ) 

/dE  ^        à^d^_     d^dY  __     dGdF        ,^^\ 

\  du   di>        dv  du  dv   dv  du  du  du  dv  ) 


_.(EG-F.)(£Î?- 


2 


d^¥        d»G 


V 


'  du  dv        du'^  I 

La  vérification  de  cette  identité  n'offre  aucune  autre  difficulté 
que  la  longueur  des  calculs  :  il  faudrait  remplacer  E,  F,  G,  R, 
S,  T  par  leurs  expressions  connues  (n"  409  et  412)  en  fonction 

y     dx    dv    dz     dx  d^x  .,  .  ^         •      , 

de  -r->  -r->  -r->  T->  "  *  *>  ^— î»  *  *  '»  et  1  OU  verrait  que  tous  les  termes 
du    du    du    dv  du^  ^ 

disparaissent. 

Le  produit  des  rayons  de  courbure  principaux,  pi  et  p2,  en  un 

point  de  la  surface 

x  =  x{u,v\        y=y(u,v),        z  =  z{u,v), 
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t 

€St  égal,  d'après  réqnalion  (9)  du  n°  427,  qui  donne  ces  rayons 

de  courbure,  à 

EG  — F* 

Or,  en  vertu  de  ridenlité  de  Gauss,  RT  —  S^  ne  dépend  que 
de  E,  F,  G  et  de  leurs  dérivées  parlielles  premières  et  secondes 
par  rapport  k  u  et  ^;  on  a  donc 

Il    j    /o   13.  /.    <^E    âE  d^G\ 

p,  pj  =  fonction  rationnelle  de  (  E,  F,  G,  — *  -7-  >  •  •  •  »  — — j-  I  - 

En  d'autres  termes,  si  E,  F,  G  sont  les  mêmes  fonctions  de  u 
et  ç  pour  deux  surfaces  Set  S^,  le  produit  p<  pa,  au  point  «,  r  de 
la  surface  S,  sera  le  même  que  le  produit  p^  pa  au  point  w,  v  de  la 
surface  S|.  Or,  quand  deux  surfaces  sont  applicables  Tune  sur 
l'autre,  nous  avons  vu  (n"  455,  Remarque)  qu'on  peut  les  repré- 
senter paramétriquement  : 

(S)  x  =  x(u,v),         ..., 

(£1)  a:  =  X(u,v), 

de  telle  sorte  que  E,  F  et  G  soient  les  mêmes  fonctions  de  a,  v 
pour  les  deux  surfaces  :  le  théorème  de  Gauss  est  donc  établi  (*). 


Sur/aces  applicables  sur  le  plan. 

Le  problème  de  déterminer  toutes  les  surfaces  applicables  sur 
une  surface  donnée  n'a  encore  reçu  aucune  solution  générale  :  on 
ne  sait  le  traiter  que  dans  des  cas  particuliers,  par  exemple  si 
l'une  des  surfaces  est  un  plan. 

On  va  établir  que  : 

460.  Théorème.  —  Les  sur/aces  applicables  sur  le  plan  sont 
les  sur/aces  développables. 

(^)  On  [donne  souvent  à  l'inverse  du  produit  p, pj,  des  rayons  de  courbure  en 
un  point,  le  nom  de  courbure  totale  de  la  surface  en  ce  point. 
De  môme,  on  appelle  courbure  moyenne  de  la  surface  au  point  considéré  la 

somme  -  ( 1 —  ).  Les  surfaces  dont  la  courbure  totale  ou  la  courbure  moyenne 

est  constante  ont  donné  lieu  à  de  nombreuses  recherches. 
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En  effet,  pour  un  plan,  les  deux  rayons  de  courbure  principaux 
en  chaque  point  sont  infinis;  leur  produit  est  donc  infini.  Par 
suite,  d'après  le  théorème  de  Gauss,  une  surface  applicable  sur 
le  plan  aura,  en  chaque  point,  un  rayon  de  courbure  principal 
infini. 

Si  cette  surface  est  z  =/(x,y)j  Téquation  aux  rayons  de  cour- 
bure principaux,  p,  est  (n°  4-28)  : 

et  pour  qu^en  chaque  point  un  de  ces  rayons  soit  infini,  il  faut 
et  il  suffit  qu'on  ait,  quels  que  soient  x  ety^ 

rt  —  5î  =  o. 

Je  dis  que  cette  relation  montre  que  la  surface  est  dévelop- 
pable. 


On  peut  l'écrire,  en  effet, 

àp  dq        dp  dq  __ 
dx  dy       ây  dx 


dp 

dx 

dp 
ày 

ùq 
dx 

dq 
dy 

c'est-à-dire  que  le  jacobien  de  p  et  q^  par  rapport  aux  deux  va- 
riables X  et  jK,  est  nul;  et,  par  suite,  /?  et  7  sont  liés  (n**  51)  par 

une  relation, 

y  =  F(/>). 

Le  plan  langent  à  la  surface  ^=/(j:,^),  au  point  x.y^  z^  a 
pour  équation 

Z^z=p{\-x)-^-q{\^y\ 
ou 

z  =pX^q\-^{z—px  —  qy\ 

et  Ton  aura  démontré  que  la  surface  est  l'enveloppe  d'un  plan 
mobile  dépendant  d'un  5ew/ paramètre  (c'esl-à-dire  est  une  déve- 
loppable),  si  l'on  prouve  que  les  coefficients  du  plan  tangent, 
Pt  7i  ^  — P^  —  <iy  sont  fonctions  de  l'un  d'eux,  p.  Or,  on  a  déjà 
q  =  F(/?);  fout  revient  donc  à  établir  que  z  — px  —  qy  est  fonc- 
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lîon  de/?,  c'est-à-dire  que  le  jacobien 


ôx 


dp 


est  égal  à  zéro. 

En  tenant  compte  de  ^  =  F(/)),  on  a 


dx 


àx 


dx 


àx 


|:(— />— ?7)=— |-F'(/»^|=-|[:r+:,F'(/»]; 

d'où  résulte   immédiatement  que  le  jacobien  ci-dessus  est  nul. 
Ainsi  :  Toute  surface  applicable  sur  le  plan  est  développable. 

461.  Réciproquement,  toute  développable  est  applicable  sur  le 
plan.  En  eflfet,  considérons  la  développable  lieu  des  langentes 
aune  courbe  gauche  G;  nous  pouvons  supposer  que  les  coor- 
données x^  y^  z  d'un  point  M  de  G  sont  données  en  fonction  de 
Tare  OM  =  o-,  de  cette  courbe,  compté  à  partir  d'un  point  O  quel- 
conque. On  a  alors,  d'après  le  n**  401,  et  en  désignant  par  X:  la 
courbure  en  M, 


(0 
(2) 
(3) 


x' x^ -^  y  y'  -\-  z'  z'  =  o, 
, .,  étant  les  dérivées  de  x,  y^  z  par  rapport  à  c. 

Fig.  io8. 


Gela  posé,  soit  P(X,  Y,  Z)  {fig»  io8)le  point  situé  sur  la  tan- 
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gente  en  M,  à  la  distance  p  de  ce  point;  on  a 

\—x  __  Y  — .y  _  Z  —  z  __  P 

^*      "      y      ~      z'      ~  y/^'i^yï^z'^  ' 

d'où,  en  tenant  compte  de  (i), 

I  X  =  a?  -f-po?', 

(4)  Y=j.-i.y, 

f   Z  =  z  -i-vz'. 

Ces  trois  équations  définissent  un  point  quelconque  X,  Y,  Z 
de  la  développable  lieu  des  tangentes  à  la  courbe  C,  en  fonction 
des  deux  paramètres  o-  et  i^;  formons,  sur  cette  surface,  l'élé- 
ment ds'^. 

On  a 

ds'-=  </X«-h  rfY«-+-  c?Z«  =  [(0?'-+-  vx")  da  ■+■  x'^^p-h. . ., 

et,  en  tenant  compte  de  (i),  (2),  (3), 

(5)  ds^=  da^{i  -h  ç^k^ )  -h  2d7 d{f  -h  dv^\ 

la  courbure  A'  est  d'ailleurs  une  fonction  connue  de  (t,  k  =  'f  (o"), 
puisque  la  courbe  C  est  donnée. 

Cette  expression  de  ds^  est  indépendante  de  la  torsion  de  la 
courbe  :  si  donc  on  considère  une  autre  courbe,  pour  laquelle  on 
ait  aussi  k=^  ?(^)j  ^^  dont  la  torsion  varie  d'une  manière  quel- 
conque avec  Tare,  le  ds^^  sur  la  développable  formée  par  les  tan- 
gentes à  cette  courbe,  aura  également  l'expression  (5);  c'esl-à-dire 
que  les  deux  développables  seront  applicables  l'une  sur  l'autre,  le 
point  (<J,  r)  de  l'une  correspondant  au  point  (a-,  v)  de  l'autre 
(n**  4oo,  Remarque).  Or,  il  y  a  une  courbe  plane  pour  laquelle 
A"  =  ?(^)  (n°  377)  ;  et  comme  la  développable  formée  par  ses  tan- 
gentes n'est  autre  que  son  plan  même,  il  en  résulte  bien  que  toute 
développable  est  applicable  sur  le  plan. 

462.  Remarque.  —  Soit  (C)  la  courbe  plane  pour  laquelle 
A-  =  :>(<r);  désignons  par  0<  {Jig-  109)  le  point  origine  des  arcs 
sur  cette  courbe.  Le  point  P|  qui,  dans  le  développement  sur  le 
plan,  correspond  au  point  P((r,  v)  de  la  surface  développable, 
aura  aussi  pour  paramètres  cr  et  i^,  comme  on  l'a  observé  plus 
H.  3o. 


474  TROISIÈME  PARTIE.   —  APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES. 

haut.  En  d^àutres  termes,  pour  obtenir  P|,  on  prendra  sur  (C) 
l'arc  0|  M|  égal  à  <x,  c'est-à-dîre  à  l'arc  OM,  et  sur  la  tangente 
en  M|  on  portera  la  longueur  M,  Pi  égale  à  v^  c'est-à-dire  à  MP. 
En  particulier,   les  génératrices  rectiligncs   de  la   développable 


(a-  =  const.)  s'appliqueront  sur  les  tangentes  de  la  courbe  (C); 
l'arêle  de  rebroussement  de  C(f^  =  o)  s'appliquera  sur  (C). 


IL  -  REPRÉSENTATIONS  CONFORMES;  CARTES  GÉOGRAPHIQUES. 


463.  Représentations  conformes.  —  Cherchons  à  représenter 
une  surface  S  : 

(S)  x  =  x(UjV),        r  =  7(«»^)>         z  =  z{u,v), 

sur  une  surface  S|  : 

(Si)  x  =  xi{u\v'). 

avec  conservation  des  angles. 

Supposons  que  la  correspondance   entre  les   points   des  deu\ 
surfaces  soit  établie  par  les  relations 

(i)  a'=/(a,  «;),         i^' =  g{u,  vy, 

on  aura,  sur  la  surface  S,  pour  le  carré  ds^  d'un  élément  d'arc 
quelconque, 

ds^—  E{u,  p)rfa*-+-2F(w,  ç)dudç-^G{u,  v)dv^\ 
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et  pour  le  carré  ds^^,  de  réIémenL  correspondant  sur  S,  (n**455), 
ds\  =  Cdu^-^2^dudv-hÇdv^, 

C^  ^,  Cj  étant  des  fonctions  de  forme  connue  de /,  ^,  -^y  -j- ? 
■^>  -j^.  et  dont  l'expression  a  été  écrite  au  n®  4o5. 

Si  la  représentation  est  conforme,  c'est-à-dire  si  elle  conserve 
les  angles,  deux  triangles  Infiniment  petits  quelconques  corres- 
pondants, l'un  sur  S,  l'autre  sur  D4,  sont  semblables,  de  sorte 
qu'on  a  {Jig>   110) 

MN  MP 


M,N,       M,Pi 
Laissons  fixes  les  points  M  et  M,,  ainsi  que  les  points  P  et  ?«  ; 
cette  relation  montre  que  le  rapport  ^  ^   de  deux  arcs  correspon- 
dants quelconques,  partant  l'un  de  M,  l'autre  de  M|,  est  fixe,  c'esl- 

Fig.  iio. 


à-dire  indépendant  de  la  direction  de  MN;  en  d'autres  termes, 
wet  p  étant  donnés  (c'est-à-dire  M  et  Mj  étant  donnés),  le  rapport 

ds\  _   Cdu'^-^iidudv-^Qdv^ 
ds^  ~*  E  du'^ -^i¥  dudv-r-G  dv^ 

est  indépendant  du  rapport -y-,  ce  qui  exige  évidemment  qu'on 
ait,  quels  que  soient  u  et  v, 

/  N  c     .i     q 

Réciproquement,  si  les  relations  (2)  sont  satisfaites,  quels  que 
soient  w,  c^,  la  représentation  (i)  conserve  les  angles.  En  effet,  les 
relations  (2)  expriment  que  le  rapport  de  deux  arcs  infiniment 
petits  correspondants,  partant  l'un  d'un  point  M,  l'autre  du  point 
correspondant  M,,  est  indépendant  de  la  direction  du  premier 
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arc  autour  du  point  M;  on  a  donc,  autour  de  M, 

MN  MP 


de  même,  autour  de  N, 


MiNi  "  M,Pi 


MVl    _    NP 


ce  qui  prouve  que  les  deux  triangles  MNP  et  MiNjPi  sont  sem- 
blables :  leurs  angles  sont  donc  égaux.  c.  q.  f.  d. 

On  a  donc  finalement  les  deux  relations  (2)  entre  les  deux 
fonctions  inconnues  /  et  ^  (et  leurs  dérivées),  ce  qui  permettra 
de  déterminer  ces  fonctions;  le  problème  est  donc  possible,  c'est- 
à-dire  qu'on  peut  toujours  faire  la  représentation  conforme  d'une 
surface  sur  une  autre. 

464.  Cartes  géographiques.  —  Supposons  que  la  surface  S|  soit 
un  plan,  et  soient  u'  et  {>'  les  coordonnées  cartésiennes  rectangu- 
laires du  point  de  ce  plan  qui  correspond  au  point  w,  v  de -; 
u'y  v'  sont  des  fonctions  inconnues  de  a,  v  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner. On  a 

et  la  représentation  conservera  les  angles  si  le  rapport  ds^  :  rfjr^,  ou 

E  du^  '\- 9.F  du  dv -h  G  dv^ 

du'^-^d^^'^  ' 

est  une  fonction  de   u  et   v^  indépendante  du  rapport^-  Soit 
X(w,  v)  la  valeur  de  ce  rapport;  il  vient 

(3)  E  û?w*-+-  2F  du  dv-^-G  dv^  =  \{du'^-^  dv'^). 

Voici  comment  on  peut  trouver  une  solution  particulière  du 
problème,  c'est-à-dire  déterminer  des  fonctions  m',  i^',  X,  de  u  et  f , 
vérifiant  identiquement  cette  relation. 

Décomposons  le  trinôme  E  rfw^ -|- 2 F  rfw  rfp -H  G  efç?*  en  deux 
facteurs,  qui  sont  nécessairement  imaginaires  conjugués,  car  le 
trinôme,  qui  représente  un  élément  d'arc,  ne  peut  s'annuler  pour 
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aucune  valeur  réelle  de  -j-  : 

(4)  Edu*-^,..  =  {adu'^  ^dv){aidu-{-  ?idv)] 

a  et  ^  sont  des  fonctions  de  u,  ç,  et  ai,  ^i  sont  imaginaires  conju- 
gués de  a,  p.  Or  on  démontrera,  dans  le  Cours  de  seconde  année, 
qu'étant  donnée  une  expression 

a(a,  ç)du-h  P(m,  v)dv, 
on  peut  toujours  trouver  un  facteur,  [x(w,  i>),  tel  que  le  produit 

li(cLdu  -+■  ^dv) 

soit  la  différentielle  exacte  d^une  fonction  ^(e/,  ^)*  On  a  ainsi 

(5)  ii{ctdu-\- ^dv)  =:  d^,        et  de  même        \ki{aidu -i-^idv)  =  dfi, 

[JL,  et  cp,  étant  imaginaires  conjuguée  de  [x  et  cp .  L'équalion  (3), 
si  l'on  tient  compte  de  (4)  et  (5),  s'écrit  alors 

df  dfi  =  {i|jLi  X  (  du'^  -f-  dv'^  ), 

et  l'on  y  satisfera  identiquement  en  posant  : 

f/w'-h  idv'  =  diff 

du' —  idif'  =  dfi^ 
d'où 

a' -h  iv'=  çp, 

u' —  iV=  ©1, 
et 

On  a  ainsi  une  détermination /7ar//c(///éré^ 

(6)  u'=i(©  +  <p,),  (.'=  A(ç  — (p,), 

des  fonctions  inconnues  u'  et  ç^',  c'est-à-dire  une  représentation 
conforme,  ou  carie  géographique,  de  la  surface  sur  le  plan;  au 
point  (w,  (')de  la  surface  correspond,  sur  le  plan,  le  point  dont  les 
coordonnées  rectangulaires  sont  les  valeurs  (6)  de  u  et  i^'. 

46o.  Il  y  a  une  infinité  de  manières  de  représenter  ainsi  une 
surface  sur  un  plan. 
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Soient,  en  effet,  une  première  carte  où  le  point  M  de  la  surface 
ait  pour  correspondant  le  point  m  du  plan,  et  une  seconde  carte 
où  il  ait  pour  correspondant  le  point  m,  ;  Tangle  de  deux  courbes 
partant  de  M  sur  la  surface  est  égal  à  celui  des  couples  de  courbes 
correspondantes  partant  respectivement  de  m  et  nii  sur  le  plan; 
il  en  résulte  que  la  transformation  plane,  qui  fait  correspondre  le 
point  mi  au  point  m,  conserve  les  angles.  En  d'autres  termes, 
étant  donnée  une  carte  particulière  de  la  surface  sur  le  plan,  et 
Ton  sait  en  trouver  une  d'après  le  numéro  précédent,  on  obtiendra 
toutes  les  autres  cartes  en  faisant  subir  à  la  première  toutes  les 
transformations  planes  possibles  qui  n'altèrent  pas  les  angles. 

466.  Transformations  isogonales  du  plan.  —  Le  problème  re- 
vient donc  à  déterminer  toutes  les  transformations  conformes 
du  plan  en  lui-même. 

Soient  X  et  Y  les  coordonnées  du  point  qui,  dans  une  de  ces 
transformations,  correspond  au  point  x^y^ 

X  =  P(x,^),        Y  =  Q(x,7). 

Pour  que  les  angles  soient  conservés,  il  faut  et  il  suffit  (n**  463) 
que  le  rapport 


d\i  4-  d\^ 


__  ('T^^-^^^-^y^(ë^"-^-d?^->^y 


t/vf-'  -H  dy^  dx^  -4-  dy^ 

soit  indépendant  de  ,-»  ce  qui  donne  les  conditions 

[  ôx  ây            âx   dy 
On  peut  écrire 


/dv\       /c)Q\  ^  //ovy     /dq\^ 

le  dernier  membre  est  égal  à  zh  i ,  d'après  (7);  on  a  donc,  £  repré- 
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sentant  ±  i  : 


(8) 


dx  ~~         dy 
dy  ~^       '  dx 


Ces  relations,  si  e  =  -|-  i,  sont  précisément  celles  qui  expriment 
(n**  155)  que  P-f-  iQ  est  une  fonction  Ae  x-k-  iy]  et  si  £  =  —  i, 
elles  expriment  que  P  —  /Q  est  fonction  de  ^  H-  iy. 

Donc,  à  toute  fonction  P-l-Q«  d'une  variable  imaginaire  x-^yi 
correspond  une  transformation  plane 

X  =  P(:p,j.),        Y=d=Q(rr,7) 

qui  conserve  les  angles  ;  et  réciproquement,  si  cette  transforma- 
tion conserve  les  angles,  P -j- Qz  (ou  P  —  Q/)  est  une  fonction 
de  X  -\-yi. 

Le  problème  des  transformations  conformes  du  plan  en  lui- 
même  est  donc  le  même  que  celui  de  la  détermination  de  toutes 
les  fonctions  d'une  variable  imaginaire. 

Exemple,  —  La  transformation  par  rajons  vecteurs  réci- 
proques, le  pôle  étant  l'origine  et  la  puissance  étant  A*^,  est  dé- 
finie par  les  relations 

X  =  it«— ^,         Y  =  k^    /      . 

On  sait,  par  la  Géométrie  élémentaire,  qu'elle  conserve  les  angles  ; 
une  des  quantités  X  ±  iY  doit  donc  être  une  fonction  de  :r  -|-  iy. 
On  a,  en  effet, 

X  — tY  =  A«^--^  =A2       ' 


aj.î_}_jï  x-i-yi 


Exemples. 

467.  Sphère.  —  Si  la  surface  S  est  une  sphère  (de  rajon  i), 
on  a  (n®  416,  2")  : 

a?  =  sinô  cos^};,        ^=sin6sin4',         5  =  cos9, 
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Pour  faire  la  carte  géographique  de  la  sphère  sur  un  plan, 
d'après  la  méthode  du  n°  464,  décomposons  rf9^-|- sin^Orfi*  en 
deux  facteurs  : 

ûfO«4-  sin«0  <ii^*=  (rfO  -h  t sinO  d^){d^  —  tsin^d^). 

Il  faut  maintenant  trouver  un  facteur  [x,  tel  que  la  quantité 
fji(rf6  -h  isinO  d^) 

soit,  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  <p(0,  ij)  :  on  aperçoit 
de  suite  la  solution  |x==  -^-t>  car 

-^  (rfô  -+-  t  sine  rf^/)  =  €/  /'t^;  -h  f-^\ . 
sin0  \         */    sin6/ 

De  même 

-^  (^0  -  i  sine  dY)  =  </  (—  i^  4-  f~^y 
sine  ^  \  c/   sin8/ 

et  l'on  aura  une  carte  géographique  en  faisant  correspondre  au 
point  6,  if  de  la  sphère  le  point  w',  ç'  du  plan  tel  que 

^     J    sine 

,     . ,        . ,      r  d^ 

^     J   sme 
c'est-à-dire,  en  remplaçant  l'intégrale  par  sa  valeur  (n**  229), 

i  ,    r  d^     .        ô 

(9)  ]  ^   sinO  ^        ^2 

(  p'=4;. 

Dans  cette  représentation,  les  méridiens  (^[^  =  const.)  sont  repré- 
sentés par  des  parallèles  à  Taxe  des  m',  et  les  parallèles  (9  =  const.) 
par  des  parallèles  à  l'axe  des  p';  c'est  le  système  de  carte  de 
Mercator, 

Application,  —  Cherchons  l'équation  des  courbes,  dites 
loxodromies,  qui  coupent  tous  les  méridiens  sous  un  même 
angle  donné,  V.  Sur  la  carte,  ces  courbes  ont  pour  image  les 
droites 

t''colV  =  a'-+-/i, 
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A  étant  une  constante  arbitraire;  donc,  sur  la  sphère,  leur  équa- 
tion sera,  en  vertu  de  (9), 

A 

^  cet  V  —  h  =  log  tang  - 


ou 


c'est-à-dire 


tang-  =  g-^e*co»v, 


tang-  =X  €'!'««»  v^ 


^  étant  une  constante  quelconque  (n®  417). 

468.  On  peut  déduire  de  ce  qui  précède,  par  la  méthode  des 
n®»  463  et  466,  tous  les  autres  systèmes  de  cartes  conservant  les 

Fig.  III. 


angles  :  il  suffira  de  faire  correspondre  au  point  6,  ^  de  la  sphère 
le  point  X,  Y  du  plan,  défini  par 

X  =  P(u',i^'),        Y  =  Q(u',p'), 

P  ±:  /Q  étant  une  fonction  de  w'+  <^'i,  et  w',  ç'  étant  remplacés 
par  leurs  valeurs  (9). 
Par  exemple,  prenons 

P  -H  iQ  =  e«*'+«'''=  e«'(coso'-f-  isinp'), 

c'est-à-dire 

F  =  c»'cosp';        Q  =  c«'sinp'; 

au  point  (6,  ^)  de  la  sphère  correspond,  si  l'on  remplace  a',  i^'  par 
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leurs  valeurs  (9),  le  point  du  plan 

A  A 

X  =  tang-cos<|^,         Y  =  tang- sin<|/. 

C'est  la  projection  de  Ptolémée,  ou  stëréographique,  qui  fait 
correspondre,  à  un  point  M  de  la  sphère,  le  point  m  où  la  droite  qui 
joint  M  à  Tun  des  pôles,  A,  perce  le  plan  de  l'équateur  (^^.  1 1 1). 

On  a,  en  effet, 

mox  =  '^.         AJAO  = -> 

A  A 

Om  =  OA.tang-  =  tang  -> 
d'où,  pour  les  coordonnées  X  et  Y  de  m, 

A 

X  =  Omcos'i'  =  tang-cos<J/, 

A 

Y  =  Om  sini};  =  tang-sinr];.  c.  Q.  F.  d. 


469.  Surfaces  de  révolution.  —  On  a  trouvé  (n**  416)  pour  le  ds^ 
sur  la  surface  de  révolution  décrite  par  la  courbe  z=/(x)y  du 
plan  des  zx^  tournant  autour  de  O  z, 

ds^  =  r»  c^Oi»  -+-  f  I  -+-/*(  r  )]  dr^. 
Décomposons  en  facteurs  : 
r*  rfw* 4-  [i  -h  /'*(r)]  dr^  =  (ir  do)  -h/i -4-/'*  <ir)(—  ir  dtù-^^i -t-f^dr). 

Un  facteur  [jl,  tel  que  |jl(  /rrfto  H-y/i  -h/'^  dr)  soit  une  diffé- 
rentielle exacte,  est  évidemment -;  car 

i  [e>  dtù  +  v/i  -h/»  dr]  =  d  ïioi  -+•  f^  /TT/hT)]  . 

On  aura  donc  une  carte  géographique  en  faisant  correspondre 
au  point  (r,  w)  de  la  surface  le  point  u' ,  ç'  du  plan,  défini  par 


a'-MV=      1(1) -+- 1  _^/i -{-/'«( r), 
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c'est-à-dire 


(10) 


u=J-^)/i-h/\r),       P'=a). 


Les  méridiens  (to  =  consl.)  sont  représentés  par  des  droites 
parallèles  à  un  des  axes  de  coordonnées  ;  les  parallèles  (r  =  const.) 
par  des  droites  parallèles  à  Tautre  axe. 

Les  courbes  qui  coupent  tous   les  méridiens  de  la  surface  de 

révolution  sous  un  même  angle  V  ont  pour  image,  sur  le  plan, 

les  droites 

v'  coiV  =  u'-\-  h; 

sur  la  surface,  on  obtiendra  donc  leur  équation  en  remplaçant  u' 
et  ç^'  par  leurs  valeurs  (lo)  : 


i  cot  V = r^  v/i  -+-/'«('-)  -+-  ^• 


470.  Ellipsoïde.  —  Soit  en  général  une  surface,  sur  laquelle,  en 
fonction  de  deux  paramètres  u  et  v  et  de  leurs  différentielles 
du  et  di>^  le  ds^  ait  pour  expression  : 

U  étant  une  fonction  de  u  seul,  et  V  de  p  seul. 
Si  l'on  pose 

(u)  .  u'^r^ïîdu;   p'=  r/vrfi^, 

on  aura 

du'*'  -t-  dv'*  =  U  rfa«  4-  V  dç^, 

el  le  quotient 

ds' 

sera  indépendant  de  du  et  Jp  :  les  équations  (ii)  donneront 
donc  (n**  463)  une  représentation  conforme  de  la  surface  sur  le 
plan  des  m'p'.  L'ellipsoïde  rentre  dans  cette  catégorie  de  surfaces, 
en  raison  de  l'expression  de  son  ds^  en  coordonnées  ellip- 
tiques (n*»  447). 

FIN   DU   TOME   PREMJER. 
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